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Kapitel 1

Motivation und Uberblick

Das Hauptanliegen dieser Dissertation ist, untere Abschidtzungen fiir den kleinsten
Eigenwert A\ des Quadrats des Dirac-Operators zu finden. Die meisten bis heute
bekannten Abschétzungen benutzen nur lokale Informationen, um eine Abschétzung
zu erhalten, z. B. Skalarkriimmung, evtl. in Kombination mit Kahler-Strukturen oder
quaternionischen Kéhler-Strukturen (siehe Abschnitt 2.2). Wir wollen uns hingegen
auf Abschitzungen konzentrieren, die globale Informationen nutzen. Christian Bér
zeigte in seiner Dissertation, daf fiir eine beliebige Metrik auf S? die Ungleichung

A -area(S?) > 4m

erfiillt ist (Satz 2.2.4). Mit dieser Abschitzung konnte er die Willmore-Ungleichung
[ H? > 4r fiir isometrisch immersierte S? < R?® zeigen [Bi97].

In den Kapiteln 3 bis 5 sollen dhnliche Abschétzungen fiir den 2-Torus T? mit nicht-
trivialer Spin-Struktur und Totalkriimmung [ |K| < 47 hergeleitet werden.

Zwei 2-Tori mit Spin-Struktur und Riemannscher Metrik heiflen spin-konform dqui-
valent, wenn es einen konformen Diffeomorphismus zwischen ihnen gibt, der die Spin-
Struktur erhilt. Theorem 4.3.2 gibt explizite untere und obere Schranken fiir alle
Eigenwerte des Dirac-Operators. Die Schranke ist eine Funktion des Flidcheninhalts,
der spin-konformen Aquivalenzklasse und der LP-Norm der Gaufischen Kriimmung
(p > 1). Die spin-konforme Aquivalenzklasse wird hierbei durch die Invarianten
spin-Y und spin—W beschrieben, die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 definiert werden.
Diese Invarianten kénnen ihrerseits wieder durch Léngen bestimmter geschlossener
Geodéten, durch den Flidcheninhalt und die Totalkriimmung abgeschitzt werden
(Abschnitt 3.7). Alle diese Abschitzungen sind optimal fiir flache Tori und aus Ste-
tigkeitsgriinden deswegen auch nahezu optimal fiir nahezu flache Tori.

Vergleichen wir unsere Abschitzung mit der Bérschen Abschitzung, so stellt sich
die Frage, ob nicht auch fiir T? eine Abschitzung von \ - area moglich ist, die nur

1



2 KAPITEL 1. MOTIVATION UND UBERBLICK

fiir Tori in diesen spin-konformen Aqui-
valenzklassen zeigen wir die Willmore-
Vermutung, falls die LP-Norm der Gauf3-
schen Kriimmung klein genug ist.

fiir Tori in diesen spin-konformen Aqui-
valenzklassen zeigen Li und Yau die
Willmore-Vermutung

spin-M, die ,grofle“ Zusammenhangs-
komponente des Modulraums der spin-
konformen Aquivalenzklassen

! T

0.5 1.0

Abbildung 1.1: spin-M und die Willmore-Vermutung

die Topologie benutzt, d.h. die ohne den Gaufischen Kriimmungsterm und ohne
die spin-konforme Struktur auskommt. Man sieht jedoch bereits anhand der flachen
Tori, dafl die spin-konforme Struktur eingehen muf. John Lott bewies in [Lo86,
Proposition 1], dafl es bei nicht-trivialer Spin-Struktur auf dem 2-Torus T? eine
Invariante C' > 0 der spin-konformen Struktur gibt, so dal A - area > C. Diese
Schranke ist aber leider nicht explizit. Anhand unseres Beispiels , Kugelkette“ aus
Abschnitt 5.5 werden wir zudem zeigen, dafl das bestmogliche C' nicht von einer
flachen Metrik angenommen wird. Das Beispiel ,, Kugelkette“ zeigt uns somit, dafl
eine Abschétzung, die optimal fiir alle flachen 2-Tori ist, notwendigerweise einen
Gauflschen Kriimmungsterm enthalten mufl. Offen bleibt jedoch das Problem, eine
explizite untere Abschiitzung der Eigenwerte von D? im Fall [ |K| > 47 zu finden.

Durch Anwenden unserer Abschitzung konnen wir in den Abschnitten 5.3 und 5.4
die Willmore-Vermutung

/(H2+1)227r2

fiir Einbettungen T? < S® zeigen, vorausgesetzt die induzierte Metrik und die indu-
zierte Spin-Struktur auf T? liegen in einem bestimmten Bereich des spin-konformen



Modulraums und vorausgesetzt die LP-Norm der Gaufschen Kriimmung ist klein
genug.

Der zentrale Schritt unserer Abschéitzung ist die Herleitung einer expliziten Schranke
fiir den konformen Streckfaktor (Abschnitt 3.5) unter der Voraussetzung [ |K| <
4m. Hieraus ergeben sich auch andere Anwendungen. In Abschnitt 4.2 erhalten wir
analog zum Dirac-Operator explizite obere und untere Schranken an die Eigenwerte
des Laplace-Operators auf T2. Wir beschrinken den Durchmesser von T? nach oben
in Termen der Totalkriimmung [ |K|, des Flidcheninhalts und der 1-dimensionalen
Systole (Korollar 3.6.8), und wir beweisen die isoperimetrischen Ungleichungen von
Alexandrov und Fiala—Huber. Die Pinocchio-Metriken aus Abschnitt 3.4 zeigen mit
ihren langen Nasen, wieso unsere Abschétzungen fiir [|K| > 47 bez. [ KT > 27
nicht mehr funktionieren.

Kapitel 6 liefert Abschitzungen der Spektren von V*V und D? nach oben und
unten in Termen von anderen Groflen. Die methodischen Ansétze sind auch ver-
schieden von dem Ansatz der Kapitel 3-5. In Abschnitt 6.1 wird versucht, eine dhn-
liche Abschitzung wie in Kapitel 5 allgemeiner zu formulieren. Wir erhalten eine
Abschéatzung fiir den Zusammenhangs-Laplace V*V, wenn M der Totalraum eines
S1-Biindels ist. Die Dimension des Totalraums ist hierbei beliebig. Abschnitt 6.2
prisentiert eine Abschitzung von V*V auf T?. Abschnitt 6.3 erlaubt uns, die Spek-
tren von D? zu zwei verschiedenen Spin-Strukturen zu vergleichen und deren Dif-
ferenz nach oben abzuschitzen, vorausgesetzt die Differenz ist als Differentialform
realisierbar.

Kapitel 7 behandelt das Verhalten des Spektrums des Dirac-Operators auf dem
Totalraum einer S'-Faserung, wenn die Fasern kollabieren. Dieses Kapitel wurde
bereits in einer weniger allgemeinen Form verdffentlicht [AmB97]. Die Voraussetzung
konstanter Faserldnge aus [AmB97] konnte in der vorliegenden Dissertation beseitigt
werden.

In Kapitel 8 betrachten wir schliefilich isospektrale Deformationen von Nilmannigfal-
tigkeiten. Auch dieses Kapitel wurde schon in [AmB97] veroffentlicht. Unter anderem
geben wir eine Familie von Nilmannigfaltigkeiten an, die fiir manche Spin-Strukturen
isospektral ist, fiir andere aber nicht.

Da manche Abschnitte der Arbeit vollig unabhéingig voneinander gelesen werden
kénnen, andere wiederum eng aufeinander aufbauen, soll der logische Aufbau der
Arbeit im folgenden Flufldiagramm verdeutlicht werden. In diesem Diagramm wird
nicht nur dargestellt, wie die Abschnitte logisch aufeinander aufbauen, sondern auch,
wie sie sich gegenseitig motivieren. Leser, die nicht an allen Teilen der Arbeit inter-
essiert sind, kénnen somit ablesen, welche Abschnitte fiir sie von Bedeutung sind.
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Legende

B benutzt Definitionen und Aussagen aus A

----- B nutzt Aussagen aus A, die aber im folgenden nicht weiter gebraucht

werden

E A und B haben inhaltliche Beziige, sind aber logisch unabhéngig

A motiviert B

Ein * kennzeichnet die Abschnitte mit den wichtigsten Ergebnissen

Kapitel 2: Grundlagen

Alle Abschnitte, deren Rahmen einen Schatten haben, benutzen Definitionen
und Aussagen der Spin-Geometrie. Deswegen ist Abschnitt 2.1 Voraussetzung

fiir alle Abschnitte mit Schatten.

23]
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Spin-Geometrie

In diesem Abschnitt wollen wir eine kleine Einfiihrung in die Spin-Geometrie geben
und die Notationen dieser Arbeit festlegen. Wir werden jedoch nur die fiir diese
Arbeit wichtigen Definitionen und Resultate anfiihren. Ein schones einfithrendes
Lehrbuch ist [Fr97], umfassender ist das Buch [LaM89]. Interessiert man sich mehr
fiir indextheoretische Aspekte der Spin-Geometrie, so sind [Ro88] und [BeGV91] zu
empfehlen.

Operiert die Gruppe G von rechts auf A, operiert G5 von links auf B und ist
H : G; — G5 ein Homomorphismus, dann schreiben wir
Ax B
(a-g1,b) ~ (a, H(g1) -b) Vg1 € Gy
Ist H die Identitét, so schreiben wir auch einfach A x4, B. Die Elemente bezeichnen

wir mit [a, b], wobei a € Aund b € B. Sind A und B Biindel iiber einem gemeinsamen
Basisraum, so ist A x g B faserweise zu verstehen.

AXHBZ:

Ist (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2, so
bezeichnen wir das Biindel der positiv orientierten Orthonormalbasen des Tangenti-
albiindels als das Rahmenbiindel Pso(M). Dieses Biindel ist ein SO(n)-Hauptfaser-
biindel.

Ist V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (.,.), so ist die reelle Clifford-Algebra
Clg(V') die von V erzeugte Algebra mit Eins iiber R mit den Relationen

veow+w-v+2v,w)y=0 Yo,weV.

Die Komplexifizierung Cl(V') := Clg(V) ®x C nennen wir einfach die Clifford-Algebra
zu V. Wir schreiben auch Cl(n) := CI(R").

7



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Mit Hilfe der Einbettung V' < Clg(V) < CI(V) identifizieren wir V' mit einem
Untervektorraum von Clg (V') bzw. CI(V). Jedes v € V — {0} ist invertierbar als
Element von CI(V) mit v~ = —v/|v|?. Die Konjugation w — vwv™" operiert auf
V' C CI(V) wie eine Spiegelung an der durch v erzeugten Geraden spanv. Speziell
fiir V= R" erhalten wir somit eine Abbildung S™ — O(n).

Die Spin-Gruppe Spin(n) sei nun die multiplikative Untergruppe von Cl(n)*, die von
Elementen der Form v;vy mit |v;| = 1 erzeugt wird. Konjugation mit v;v, operiert
auf V' =R" als Verkettung zweier Spiegelungen und ist deswegen ein Element von
SO(n). Insgesamt bekommen wir einen Gruppenhomomorphismus

© : Spin(n) — SO(n)
a— weR"CCl(n)—a-v-a'),

der eine zweifache, nicht triviale Uberlagerung ist. Im Fall n > 3 ist © die universelle
Uberlagerung.

Eine Spin-Struktur auf M ist nun ein Paar (Psyn(M), ) bestehend aus einem
Spin(n)-Hauptfaserbiindel Psyin (M) und einer Biindelabbildung ¢ : Pepin(M) —
Pso (M) iiber der Identitét id : M — M, so daB

PSpin(M) X Spln(n) — PSpin(M)
N\
Lex© e M

/
Pso(M) X SO(n) — Pso(M)

kommutiert. Die horizontalen Pfeile sind hierbei durch die Gruppenoperationen der
Hauptfaserbiindel definiert. Zwei Spin-Strukturen (P5;, (M), 1) und (P&, (M), ¢2)
wollen wir miteinander identifizieren, wenn es eine Spin(n)-dquivariante Bijektion
ﬂ : PSIpin(M) — PSZpin(M) glbt mit $2 © ﬂ = ¢1-

Spin-Strukturen sind somit zweifache Uberlagerungen von Pso(M), die mit den
Gruppenoperationen vertriglich und auf jeder Faser nicht-trivial sind.

Nicht alle Mannigfaltigkeiten besitzen eine Spin-Struktur, andere Mannigfaltigkeiten
(z.B. die Tori) besitzen mehrere Spin-Strukturen.

Eine Mannigfaltigkeit M besitzt genau dann eine Spin-Struktur, wenn die zweite
Stiefel-Whitney-Klasse wy (M) = wy(TM) € H*(M,Zs) verschwindet. Die Existenz
einer Spin-Struktur héngt deswegen nicht von der Riemannschen Metrik ab. Wu
Wen-Tsiin konnte sogar zeigen, dafl die Stiefel-Whitney-Klassen einer kompakten
Mannigfaltigkeit nur vom Homotopie-Typ abhéngen; hierzu berechnete er die Stiefel-
Whitney-Klassen mit Hilfe der Steenrod-Quadrierungsoperation ([LaM89, I1.2, Seite
86] und [Mi74, Theorem 11.14]). Mannigfaltigkeiten, die eine Spin-Struktur besitzen,
nennen wir Spin-Mannigfaltigkeiten bzw. wir sagen die Mannigfaltigkeit sei spin.
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Beispiele von Spin-Mannigfaltigkeiten sind alle orientierbaren Flichen und alle kom-
pakten orientierbaren 3-Mannigfaltgkeiten [LaM89, Seite 86]. Ferner natiirlich alle
Mannigfaltigkeiten mit H?(M,Zs) = 0, also z.B. die Sphiiren S™ mit n > 3. Der
komplex-projektive Raum CP™ ist genau dann spin, wenn n ungerade ist.

Um die Nicht-Eindeutigkeit der Spin-Struktur zu verdeutlichen, wollen wir als Bei-
spiel den 2-dimensionalen Torus T? = R?/Z? mit der Standardmetrik betrachten.
Das Rahmenbiindel Pso (M) = T? x SO(2) ist ein triviales SO(2) = S'-Biindel. Fiir
n=2ist ©:Spin(2) = S' = SO(2) = S' die zweifache nicht-triviale Uberlagerung.
Ist nun y : Z? — Zo = {—1,1} ein Gruppen-Homomorphismus, dann ist

PX

Spin

(T?) := R?* x,, Spin(2) p:=7x06

eine Spin-Struktur und fiir jedes y erhalten wir eine verschiedene. Hierbei ist 7 die
Projektion R? — T2. Ist x der triviale (bzw. ein nicht-trivialer) Homomorphismus,
dann nennen wir die Spin-Struktur P&, (T?), ¢ ebenfalls trivial (bzw. nicht-trivial).
Nicht-triviale Spin-Strukturen auf T? werden eine wichtige Rolle in dieser Arbeit
spielen. Diese Definition wollen wir in Abschnitt 2.3 verallgemeinern.

Sei M nun wieder eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zu jeder Darstellung
p : Spin(n) — GL(V) von Spin(n) erhalten wir ein assoziiertes Biindel Pgpi, (M) X, V.
Ist z.B. 1 : SO(n) — GL(R") die Standarddarstellung, dann gilt

TM = PSpin(M) X 00 R".

Das kompleze Volumenelement in Cl(n) definieren wir als

we =il BBy B,
wobei (E;|i = 1...n) die Standardbasis des R" bezeichnet. Es gilt wc? = 1. Das
komplexe Volumen-Element we erlaubt uns nun, die irreduziblen komplexen Dar-

stellungen von Cl(n) zu beschreiben.

Ist n gerade, dann gibt es genau eine irreduzible (komplexe) Darstellung von Cl(n):

v : Cl(n) — End(%,).

Die Dimension von ¥, ist 2"/2. Da w¢ mit Vektoren antikommutiert, zerfillt ¥, =
Y @Y in die Eigenrdume von we zum Eigenwert +1 und —1. Beide Eigenrdume
haben die Dimension 2(*=2)/2,

Ist n ungerade, dann liegt we im Zentrum von Cl(n). Nach dem Lemma von Schur
operiert also w¢ auf jeder irreduziblen Darstellung wie eine Konstante, und zwar
wie +1 oder wie —1. Aus der Darstellungstheorie von Cl(n) sehen wir, dafi es zwei
irreduzible Darstellungen gibt, die sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden. Sofern
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nicht anders angegeben, betrachten wir deswegen in dieser Arbeit nur die Darstel-
lung, fiir die we wie +1 operiert. Wir schreiben ebenfalls v : Cl(n) — End(%,).
Diesmal hat ¥,, die Dimension 2(®=1/2

Sowohl fiir ungerade als auch fiir gerade n trigt 3, ein Skalarprodukt (...}, beziiglich
dessen Clifford-Multiplikation mit Vektoren schief-hermitesch ist, d. h.

(7(X)s,t) + (s,7(X)t) =0  fiir alle X € R" s,t € X,,.

Die Darstellung v nennen wir die Spinordarstellung. Die Restriktion von v auf
Spin(n) liefert eine unitére Darstellung von Spin(n). Das assoziierte Biindel heifit
Spinorbindel XM := Pspin(M) X, X,. Die Faser iiber m € M bezeichnen wir mit
Y M. Fiir gerades n sind ;7 und ¥, invariant unter Spin(n). Das Spinorbiindel
zerfillt deswegen in das positive und negative Spinorbiindel

SM =St M & S~ M = Pypin(M) X, S @ Papin(M) X, 3.

Die Schnitte von ¥ M heiflen Spinoren, die von ©* M heiflen positive bzw. negative
Spinoren.

Die Darstellung v : Cl(n) — End(X,) induziert eine faserweise Operation des Clif-
fordbiindels Cl M := U,,,ear CUT,, M) auf XM, die Clifford-Multiplikation, die wir
auch mit v bezeichnen wollen.

Der Levi-Civita-Zusammenhang gibt uns eine Zusammenhangs-1-Form auf Pso (M),

die wir auf Psyin (M) liften konnen. Diese wiederum liefert uns einen Zusammenhang
VEM auf ¥M bzw. M.

In lokalen Koordinaten hat dieser Zusammenhang die folgende Gestalt: Sei ¢ ein
lokaler Schnitt von PgpinM und o : U — ¥, eine spinorwertige Funktion, dann ist
[q, 0] ein lokaler Schnitt des Spinorbiindels. Wir bezeichnen nun die Christoffelsym-
bole beziiglich des Rahmens ¢(q) = (e1, . . ., €,) mit T'};. Dann gilt

1 n
ViMlg, 0] = |q,0.,0 + 1 > Ffjfy(Ej)y(Ek)a , (2.1.1)
k=1
wobei wir wieder (E;,i =1...,n) fiir die Standardbasis von R* C Cl(n) schreiben.

Beziiglich des Skalarproduktes

<[QJ 01]? [qa 02]> = <017 02>

auf ¥ M ist dieser Zusammenhang metrisch und die Clifford-Multiplikation mit Vek-
toren schief-hermitesch.



2.1. SPIN-GEOMETRIE 11

Sei schlieBlich W ein komplexes Vektorbiindel mit metrischem Zusammenhang V",
Dann ist auch das getwistete Spinorbiindel XM ® W ein Vektorbiindel mit metri-
schem Zusammenhang V®V". Die Clifford-Multiplikation operiert auch auf diesem
Biindel, indem sie auf die erste Komponente wirkt.

Wir definieren den getwisteten Dirac-Operator D als Verkettung
rEMeW) Y Y I(T*"Me@SM e W) > T(TM @ M @ W) L T(SM e W),

wobei der mittlere Pfeil den von der Metrik induzierten Isomorphismus T*M — T M
benutzt.

Ist W das triviale Geradenbiindel, so heifit D := D"V der klassische Dirac-Operator
oder, wenn keine Verwechslung mdéglich ist, einfach Dirac-Operator.

Das faserweise Skalarprodukt (.,.) induziert ein hermitesches Skalarprodukt (.,.)
auf den Schnitten von XM ® W. Fiir dieses Skalarprodukt ist der (getwistete)
Dirac-Operator ein selbstadjungierter elliptischer Differentialoperator und hat des-
wegen ein reelles diskretes Spektrum. Die zugehorigen Eigenrdume sind endlich-
dimensional. Eigenspinoren zum Eigenwert 0 heiflen harmonische Spinoren.

Wir wollen nun das Quadrat des klassischen Dirac-Operators mit dem Zusammen-
hangs-Laplace vergleichen. Hierzu sei (VEM)* : LA (T*M @ SM) — L*(XM) der zu
VEM . L2(SM) — L?(T*M ® M) formal adjungierte Differentialoperator. Dann
heifit die Verkettung (VZM)*VEM der Zusammenhangs-Laplace-Operator auf X M.
Beziiglich des Rahmen (ey, ..., e,) gilt lokal

n
(7o) 7 3 (VB v, ).
i=1 '
Um die Notation einfach zu halten, schreiben wir zumeist kurz V*V.

Die Verbindung zum Quadrat des klassischen Dirac-Operators liefert die sogenannte
Weitzenbock-Formel:

PROPOSITION 2.1.1 (Lichnerowicz).

D? — (VEM)*VEM 4 Z,

wobei s die Skalarkrimmung bezeichnet.

KOROLLAR 2.1.2. Sei M eine kompakte Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit
(klassischem) Dirac-Operator D und Skalarkrimmung s > sy = konst > 0. Dann
gilt fiir alle Eigenwerte \ von D?:

A Z 80/4.



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beweis des Korollars. Sei ¥ ein Eigenspinor zu A. Dann gilt:

AT, 0) = (D0, %) = (V) VM0, ) + ((s/4)0, 0)
(VM0 VM) + ((s/4) T, T)
> (W, T)s,/4

2.2 Einige wichtige Spektralabschitzungen

Friedrich konnte die Abschitzung aus Korollar 2.1.2 noch verbessern. Er ersetzte
hierbei den bisherigen Zusammenhang V3" durch einen modifizierten Zusammen-
hang

Vet = ViV + uy(X) peR

Mit einer modifizierten Weitzenbock-Formel bekam er damit den folgenden Satz:

SATZ 2.2.1 (Friedrich, [Fr80]). Sei M eine kompakte n-dimensionale Riemann-
sche Spin-Mannigfaltigkeit mit Dirac-Operator D und Skalarkrimmung s > sq =
konst > 0. Dann gilt fiir alle Eigenwerte X von D?:

n

A> ————5g.
“dn-1)"

Diese Abschitzung ist scharf in dem Sinne, daf} fiir die runden Sphéren sogar Gleich-
heit gilt. Tragt M zusétzliche Struktur, dann kénnen wir diese Abschéitzung verbes-
sern. Fiir Kdhler-Spin-Mannigfaltigkeiten erhalten wir die Abschatzung von Kirch-
berg:

SATZ 2.2.2 (Kirchberg, [Ki86|, [Ki88]). Es sei M eine kompakte Riemannsche
Kihler-Spin-Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension m mit Skalarkrimmung s >
so = konst > 0. Dann gilt fiir alle Eigenwerte X von D?

1
A> mEl, So fiir ungerades m
4m
A> ﬁ - so  fiir gerades m

Auch diese Abschétzungen sind scharf: fiir ungerades m gilt Gleichheit fiir CP™,
und fiir gerades m gilt Gleichheit fiir CP™! x T2,

Im Fall einer quaternionischen Ké&hler-Struktur konnten W. Kramer, U. Semmel-
mann und G. Weingart eine analoge Abschétzung zeigen:
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SATZ 2.2.3 ([KrSW97]). Sei M'™ eine kompakte quaternionische Kihler-Spin-
Mannigfaltigkeit mit Skalarkrimmung s > 0. Dann gilt fir alle Figenwerte A von
D2

Man beachte, dal in diesem Fall s konstant ist, da jede quaternionische Ké&hler-
Mannigfaltigkeit eine Einstein-Mannigfaltigkeit ist. Diese Abschéitzung ist scharf,
da Gleichheit fiir den quaternionisch-projektiven Raum gilt.

Diese Spektralabschitzungen nutzen allerdings nur lokale Informationen der Geo-
metrie.

Christian Bér fand in seiner Dissertation [Bi91] eine Abschitzung fir M = S,
die vollig ohne Kriimmungsvoraussetzung auskommt. Die Topologie bewirkt also
bereits, daf} es keine harmonische Spinoren gibt, und liefert eine untere Schranke fiir
A - area.

SATZ 2.2.4 ([B492, Theorem 2]). Auf der S? mit beliebiger Metrik g gilt fiir den
kleinsten Figenwert X von D?

A -area(S?, g) > 4r.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (S?, g) eine Sphdire konstanter Gaufischer Kriim-
mung 1st.

Hier stellt sich natiirlich die Frage, ob es auch fiir andere Mannigfaltigkeiten untere
Abschétzungen der Eigenwerte gibt, die von der Topologie abhéingen. Betrachten
wir zum Beispiel den 2-dimensionalen Torus T? mit einer beliebigen Metrik ¢. Fiir
die triviale Spin-Struktur besitzt (T2, g) harmonische Spinoren. Triigt jedoch (T?, g)
eine nicht-triviale Spin-Struktur, so gibt es keine harmonischen Spinoren. Eine untere
Schranke an das Spektrum von D? ist jedoch bisher nicht bekannt. Fiir den Fall, daf
die Totalkriimmung [ |K| < 47 erfiillt, werden wir in Abschnitt 4.3 eine derartige
Schranke herleiten.

2.3 Spin-Strukturen auf Quotienten von
Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst definieren, wann Spin-Strukturen auf ei-
ner festen Mannigfaltigkeit, aber zu verschiedenen Metriken zueinander dquivalent
sind. Anschlieflend nutzen wir dies, um eine natiirliche Bijektion zwischen den Spin-
Strukturen auf einem Quotienten einer Lie-Gruppe I'\G und der Homologie-Gruppe
H,(T'\G, Z5) aufzustellen.
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Die Inhalte dieses Abschnitts sind im wesentlichen in [AnD97] beschrieben, sind aber
seit langem bekannt. In engem Zusammenhang steht auch [BoG92].

Die Spin-Mannigfaltigkeit M trage also zwei Metriken ¢ und g. Es gibt nun eine
eindeutige Funktion A : M — End(T'M), so daB fiir alle X, Y € TM gilt

g(A(X),A(Y)) = g(Xa Y)a
g(A(X),Y) = g(X, A(Y)).

Dieses A induziert einen Isomorphismus von SO(n)-Hauptfaserbiindeln
pa : Pso(M, g) = Pso(M, g).

Definition 2.3.1. Zwei Spin-Strukturen (Pspin(M, ), @) und (Pspin(M, g), ) zu
den Metriken ¢ und g nennen wir dquivalent, wenn p4 zu einer Abbildung

ﬁA:PSpin(Mag)_}PSpin(Mag) SOOﬁA:PAOSa
liftet.

Man sieht leicht, daB dies tatsiichlich eine Aquivalenzrelation ist. Fiir ¢ = § sind zwei
Spin-Strukturen genau dann dquivalent, wenn sie gleich im Sinne von Abschnitt 2.1
sind. Ist (Pspin(M, §), p) eine Spin-Struktur auf (M, g), dann definiert

PSpin(Mag) = PSpin(Mag) P = pAOQZD

eine dquivalente Spin-Struktur auf (M, g). Die Rechtsoperation von Spin(n) auf
Psin (M, g) ist hierbei gerade die Rechtsoperation auf Ps;, (M, §). Eine Spin-Struk-
tur zur Metrik ¢ ist also zu genau einer Spin-Struktur zur Metrik ¢ dquivalent.

Nun sei G eine Lie-Gruppe, I eine diskrete Untergruppe und M = T'\G. Wir verse-
hen M mit einer Metrik g, die einen linksinvarianten Lift auf G hat. Ein linksinva-
rianter Rahmen trivialisiert das Rahmenbiindel Pso(M, §) = M x SO(n). Fiir jeden
Homomorphismus x € Hom(T', Zy) = Hom(H (M, Z),Z,) = H' (M, Zs) ist

P, (M, g) :== G x, Spin(n) p:=mx0O

eine Spin-Struktur auf (M, g), wobei die Rechtsoperation von v € T' auf G durch
die Linksoperation von 7! definiert ist, und +1 € Z, durch Multiplikation mit 4 Id
auf Spin(n) operiert.

Umgekehrt kénnen wir zu einer gegebenen Spin-Struktur Psy, (M, ) die Abbildung
X bestimmen: Sei v : S' — M eine Schleife, dann setzen wir x([y]) = 1, wenn
ein linksinvarianter Rahmen auf Pspin (M, ¢) liftet, und ansonsten x([y]) = —1. Wir
haben also eine Bijektion von H'(M,Z,) in den Raum der Spin-Strukturen auf
(M, g) definiert.
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Nehmen wir nun eine beliebige Metrik ¢ auf M = T'\G. Dann sind die Spin-
Strukturen auf (M, g) wie oben beschrieben in natiirlicher Bijektion mit den Spin-
Strukturen auf (M, §). Die Spin-Strukturen auf (M, g) stehen deswegen auch in
natiirlicher Bijektion zu Hy (M, Z5) bzw. zu den Homomorphismen x : I' — Z.

Wir nennen die Abbildung x den Spin-Homomorphismus der Spin-Struktur. Ist x
der triviale Homomorphismus, so sagen wir auch, die Spin-Struktur ist ¢rivial; an-
dernfalls sprechen wir von einer nicht-trivialen Spin-Struktur. Man beachte aber,
dafl die Definition des Spin-Homomorphismus nur fiir diskrete Quotienten von Lie-
Gruppen sinnvoll ist.

2.4 L[P-Spin-Struktur-Metriken

In diesem Abschnitt definieren wir eine Familie von Metriken auf dem Raum der
Spin-Strukturen einer gegebenen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g). Im Gegen-
satz zum letzten Abschnitt wollen wir jedoch nicht annehmen, daf§ M ein Quotient
einer Lie-Gruppe ist. Wir konnen deswegen auch nicht H'(M,Z,) mit der Menge
aller Spin-Strukturen auf (M, ¢) identifizieren.

Wir nehmen an, da§ (P, (M), 1) und (P35, (M), 2) zwei Spin-Strukturen zu
(M, g) sind. Fiir eine Schleife ¢ : S* — Pd ; (M) setzen wir v(c) = 1, wenn ¢ oc :
St = Pso(M) auf Pg;, (M) liftet und sonst v(c) = —1. Die FuBpunkte von ¢
beschreiben eine Kurve ¢ : S' — M. Dann ist

§:m (M) — Zy
[c] = v(c)
ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus
o€ Horn(ﬂ'l(]\/[), ZQ)) = Hom(HI(M, Z), Zg) = HI(M, ZQ)* = HI(M, ZQ)

Wir sagen: 0 ist die Differenz der Spin-Strukturen Pg;, (M) und Pg;, (M ). Man sieht
leicht, daf die Spin-Strukturen auf (M, g) einen affinen Raum zum Z,-Vektorraum
H'(M, Zs) bilden.

Ist M ein Quotient einer Lie-Gruppe, so bestimmt die triviale Spin-Struktur einen
Nullpunkt, und die Differenz zum Nullpunkt ist gleich dem in Abschnitt 2.3 de-
finierten Spin-Homomorphismus. Im allgemeinen hat jedoch der Raum der Spin-
Strukturen keinen ausgezeichneten Nullpunkt.

Im folgenden sei M die universelle Uberlagerung von M.

LEMMA-DEFINITION 2.4.1. § € H'(M,7Z,) heift als Differentialform realisier-
bar, wenn eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen erfillt ist:
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(1) es gibt eine geschlossene 1-Form w auf M, so daf
exp (27ri/w> =0([v])
v

fiir alle geschlossenen Wege v auf M gilt.

(2) es gibt eine o-dquivariante Funktion [ : M — S' c C auf der universellen
Uberlagerung M .

(3) Ls:= M x5C — M ist ein topologisch triviales Vektorbindel iber M,
(4) die erste Chern-Klasse ¢i(Ls) € Ho(M,Z) verschwindet,

(5) seir: Hi(M,Z) — H\(M,Zsy) die Koeffizientenreduktion modulo 2, dann ver-
schwindet § or : H(M,Z) — Zy auf den Torsionselementen von Hy(M,Z)

FEin solches w bzw. f heifit Realisierung als Differentialform bzw. als Stammfunktion.

Die 1-Form 2w € H'(M,R) hat ganzzahlige Koeffizienten, d.h. sie liegt im Bild
von H'(M,Z) — H'(M,R). Eine weitere geschlossene 1-Form w' ist genau dann
eine Realisierung als Differentialform von ¢, wenn [w — w'| € H'(M,R) ganzzahlige
Koeffizienten hat.

Beweis von Lemma-Definition.
(2)=-(1): Die geschlossene 1-Form

1
w:=—dlogf
2mi

ist invariant unter den Decktransformationen und kann deswegen als 1-Form auf M
interpretiert werden. Umkehrung dieses Arguments liefert (1)=-(2).

(2)=-(3): Die Abbildung
MxC—MxC
(m, z) = (m, f(m)z)
steigt ab zu einer Trivialisierung M xs C — M x C.

(3)=(2): Eine gegebene Trivialisierung M x5 C — M x C liften wir zu einer Abbil-
dung

MxC— MxC

(m, z) = (m, f(m)z).
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Wir setzen f := f/|f].

(3)<(4) ist ein Standardresultat der Theorie der Chern-Klassen (siehe z.B. in Ap-
pendix A von [LaMB89]).

(1)=(5): Ist 7 ein Torsionselement in H;(M,Z), d.h. n[y] = 0, dann gilt n [, w =
Juyw = 0 und somit §([y]) = exp(2mi [, w) = 1.

(5)=(1): Es verschwinde &, := d or : H{(M,Z) — Z5 auf den Torsionselementen.
Dann konnen wir §; geméafl dem Diagramm

H(M,Z)

liften.

Den Lift d5 tensorieren wir iiber Z mit R und erhalten eine Abbildung
2w: Hi(M,R) = Hi{(M,Z)®; R - R
Das zugehérige w € H' (M, R) erfiillt die von uns gewiinschten Eigenschaften. O
Wir definieren nun fiir p € [1,00] die LP-Linge auf H'(M, Zy) durch
Joll = in { [,

- inf{(1/27r)||g1"adf||m

w ist Realisierung von ¢ als Differentialform }

f ist Realisierung von ¢ als Stammfunktion } .

Ist 6 nicht als Differentialform realisierbar, so hat ¢ die Linge oo. Die LP-Spin-
Struktur-Metrik ist definiert durch

A" (Pigin (M), Pin (M) = |18,
wobei § die Differenz der beiden Spin-Strukturen ist.

Ist M Quotient einer Lie-Gruppe und sind y; und x5, die zugehorigen Spin-Homo-
morphismen, so schreiben wir auch einfach dy*™(x1, x2).

2.5 Spin-Strukturen von Flichen

In diesem Abschnitt sei M eine Fliche mit Riemannscher Metrik g, mit Orientierung
o und Spin-Struktur (Pspi, (M, 0), ¢). Die Metrik g unterdriicken wir in der Notation,
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da sie im gesamten Abschnitt fix bleiben mége. Auch die Orientierung o werden wir
weglassen, sofern dies nicht zu Mifverstdndnissen fiihren kann.

Im ersten Teil des Abschnitts geben wir eine alternative Definition einer Spin-
Struktur. Diese Definition wird zum einen in Abschnitt 6.2 niitzlich sein. Zum an-
dern sehen wir damit, dafl unser Begriff ,,Spin-Struktur® mit dem von Kusner und
Schmitt [KuS97] tibereinstimmt. Dies werden wir im zweiten Teil nutzen und einige
Resultate aus [KuS97] zitieren. Unter anderem werden wir eine quadratische Form
auf Hy(M,Z5) konstruieren, die die Spin-Struktur charakterisiert.

In einem dritten Teil zeigen wir, dafl es eine Spin-Struktur auf der umgekehrt orien-
tierten Fliche (M, —o) gibt, so daf der zugehorige Dirac-Operator dasselbe Spek-
trum wie der Dirac-Operator auf (M, o) hat.

Um den Zusammenhang zwischen der Spinor-Definition von [KuS97] und unserer
Spinor-Definition zu verstehen, wollen wir also zunéichst ein Lemma vorausschicken.

Wir definieren eine komplexe Struktur J auf M durch die Forderung, da8 (V, .J(V))
fiir alle normierten V' eine positiv orientierte Orthonormalbasis sein soll.

Ferner definieren wir

71+ :50(2) - C
cost —sint )
<sint cost > > exp (i)

Wir erhalten dann einen kanonischen Isomorphismus Pso(M) x,, C — (T'M,J)
von komplexen Geradenbiindeln, der [(e;,es),1] auf e; abbildet. Analog erhalten
wir Pso(M) %, C 2 (T'M,—J).

LEMMA 2.5.1. Sei (Pspin(M), ) eine Spin-Struktur auf M, dann ist
®, : M = Pypin(M) x4 5y — Pso(M) x. C=(TM,FJ)
[A, 0] = [p(A), 7]

wohldefiniert. Auferdem gilt

O, (20) = 2@, (V) € (TM,TJ) x€eC. (2.5.1)
Beweis. Ein beliebiges Element von Spin(2) schreibt sich in der Form exp (tE} E»),
denn E, E, spannt die Lie-Algebra von Spin(2) auf.
Nun gilt aber

’y(exp (tElEQ))|Ei = exp(tv (E1E2)|Ei) = exp Fti.

Auf der anderen Seite gilt nach [LaM89, Proposition I 6.2]

0 -2

O.(E\Ey) = (2 :

>§2J.
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Also insgesamt fiir alle B € Spin(n)

V(B)2|Ei =72 (0(B)).

Es folgt
[p(AB),v*] = [p(4)O(B),v’]
= [(4), 75 (6(B)) ]
= [o(A), (1(B)v)*],
und somit ist ®.. wohldefiniert. Gleichung (2.5.1) ist dann offensichtlich. 0

Wir haben somit gesehen, daf§ fiir festes (M, .J) jede Spin-Struktur eine Wurzel
des Biindels (T'M, J) definiert. Eine Wurzel ist hierbei ein Paar (W, ®), bestehend
aus einem komplexen Geradenbiindel W und einer Abbildung ® : W — (T'M, J),
die (2.5.1) erfiillen. Es ist nicht schwer zu zeigen, da§ diese Zuordnung tatséchlich
eine Bijektion von der Menge der Spin-Strukturen auf die Menge der Wurzeln von
(T'M, J) ist. Analoges gilt fiir (T'M, —.J). Dies ermoglicht eine andere Definition der
Spin-Struktur: eine Spin-Struktur ist eine Wurzel aus (T'M,.J). Analoges gilt fiir
(TM,—J).

Diese alternative Definition wurde in [KuS97] verwendet, woraus wir jetzt einige
Ergebnisse zitieren wollen.

Wir definieren zunéchst eine Zo-wertige quadratische Form
Qart : H(M, Zy) — 7y = {—1,1}.

Jede Homologieklasse a € H,(M,Z?) wird von einer Einbettung ¢ : S' — M re-
prisentiert. Wir setzen garf(a) := —1, wenn (¢, J(¢)) : S' — Pso(M) auf Psy;, (M)
liftet, ansonsten setzen wir ga,s(a) = 1. Natiirlich liftet (¢,.J(¢)) genau dann auf
Pspin (M) vermoge ¢, wenn ¢ verméoge @, auf M liftet.

Theorem 1 von [KuS97] besagt

SATZ 2.5.2. qa.s ist wohldefiniert und eine quadratische Form, d.h. es gilt fiir
ai, g € Hl(M, ZQ)

gart(a1 + a2) = qar(ar) - gase(az) - (—1)"7%2, (2.5.2)

wobei a1 N ay die Schnittzahl mod 2 bezeichnet.

Wir bilden hiermit die Spin-Strukturen bijektiv auf die quadratischen Formen ab.
Sind ¢; und ¢, quadratische Formen, so ist a — ¢,(a) (¢2(a))™" ein Element von

HOI’Il(Hl(M, ZQ),ZQ) == HI(M, Zg)
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Dies ist gerade die Differenz (siehe Abschnitt 2.4) der zu ¢; und ¢» gehdrenden
Spin-Strukturen.

Mit unserer quadratischen Form 1483t sich nun die Arf-Invariante der Spin-Struktur

definieren: )

AI'f = Z QArf(a) S {_]-7 +1}
VHHL(M, Zs) ach,
Weitere Informationen zu ga,r und Arf finden sich in [Pi85]; die dortigen Ergebnisse
gelten selbst fiir nicht-orientierbare Flichen.

Ist M = T?, so liefert die folgende Proposition einen noch engeren Zusammenhang
zwischen ga,¢ und dem Spinhomomorphismus Y.

PROPOSITION 2.5.3. Es gilt:
x(a) = —qar(a) falls a # 0 € H{(T?, Zy)
x(a) = qar(a) =1 fallsa=0¢e H (T? Zs)

Beweis. Fiir a = 0 wihlen wir als Reprisentanten c eine kleine eingebettete Schlei-
fe. Dann liftet ¢ nicht auf Pspi, (T?), aber ein linksinvarianter Vektor lings c liftet,

d.h. x(a) = qar(a) = 1.

Fiir a = 1 wihlen wir ¢ so, daf} die Spur eine Unter-Lie-Gruppe ist (d.h. ¢ ist
geoditisch beziiglich einer linksinvarianten Metrik auf T?). Dann ist ¢ ein linksinva-
rianter Vektor lings c. Also gilt

x(a) =1 & cliftet auf Pyyin(M) & gam(a) = —1. 0

KOROLLAR 2.5.4. Die triviale Spin-Struktur auf T? hat Arf-Invariante —1, die
nicht-trivialen Spin-Strukturen haben Arf-Invariante 1.

LEMMA 2.5.5. Sei M eine Fliche mit Orientierung o und einer festen Riemann-
schen Metrik. Auferdem seien (Pspin(M,0), @) und (Pspin(M, —0),¢_) Spin-Struk-
turen auf (M, 0) und (M, —o) zur gleichen quadratischen Formen qa. Die assoziier-
ten Spinorbindel nennen wir (M, o) und X(M, —o). Dann gibt es eine anti-lineare
Abbildung

Y(M,0) = X(M, —o)

die mit dem Dirac-Operator kommutiert.

Ist M kompakt, dann stimmen also die Spektren der zugehorigen Dirac-Operatoren
tiberein.

Das Spektrum des Dirac-Operators hingt in diesem Sinne nur von der M, ¢ und
gart ab, ist also unabhéngig von der Orientierung.
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Beweis des Lemmas. Die Abbildung
U : Pso(M,O) — Pso(M, —O)
(e1,e2) = (e1, —ez)

ist ein Anti-Isomorphismus von S'-Hauptfaserbiindeln, d.h. ein fasertreuer Diffeo-
morphismus, mit U(.s) = U(.)5 fiir alle s € S'. Wenn die zugehdrigen Spin-
Strukturen zu derselben quadratischen Form ¢, gehoren, liftet U zu einem Anti-
[somorphismus

U : PSpin(Ma 0) — PSpin(Ma —0).

AuBerdem erhalten dU und dU die Horizontalriume der Zusammenhangs-1-Form.
Nun definieren wir einen anti-linearen Biindelhomomorphismus
U :%(M,o0) = X(M, —o).

Wir wihlen eine Basis von Y5, so dafl

=1 o) =] )
0(14,) = [T (4),7(E2)a).

Da U ein Anti-Isomorphismus ist und die komplexe Konjugation o + & komplex
anti-linear ist, ist U wohldefiniert. Da dU die Horizontalrdume erhélt, gilt

VMO () = T (VMW

und setzen

Die anti-lineare Abbildung

Yo —> 29 (g 7(E2)6
kommutiert sowohl mit v(FE,) als auch mit y(E;). Also kommutiert auch U auch
mit y(e;) und y(ez) und somit mit dem Dirac-Operator.

Und fiir einen Eigenspinor ¥ von D zum Eigenwert A gilt dann

DU (V) = U(DW) = U(AV) = AU (D). O

2.6 Wurzeln aus S!'-Biindeln

In diesem Abschnitt sei 7 : M — N ein S'-Faserbiindel, das jedoch kein S'-
Hauptfaserbiindel zu sein braucht.

Wir nennen das S!'-Biindel T M — N eine Wurzel von 7 : M — N, wenn es eine
zweifache Uberlagerung v : M — M mit 7 = mou gibt. Diese Definition beinhaltet,
daf§ u iiber jeder S'-Faser eine nicht-triviale zweifache Uberlagerung ist.
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Der Begriff ,, Wurzel“ wird durch das folgende Lemma motiviert.
LEMMA 2.6.1. Sei 7 : M — N ein S'-Hauptfaserbiindel. Dann sind dquivalent:

(1) m: M — N hat eine Wurzel im obigen Sinne.
(2) Es gibt ein S*-Hauptfaserbiindel 7 : M — N mit M = M/{—1,1}.

(3) Das kompleze Geradenbiindel L := M x g1 C hat eine Wurzel, d. h. es gibt ein
komplexes Geradenbiindel W mit W @c W = L.

(4) Die erste Chern-Klasse ¢,(M) € H*(N,Z) ist gerade, d. h. c;(M) = 2d fiir ein
d e H2(N, 7).

Bemerkung. Das Lemma liefert eine weitere Moglichkeit, Spin-Strukturen auf ei-
ner Fldche M zu definieren: eine Spin-Struktur ist eine Wurzel aus Pso(M).

Beweis. (2)=(1) ist offensichtlich; fiir (1)=(2) verkette man zunichst die S'-

Operation mit S* 22 S, » — 2% und lifte diese nicht freie S'-Operation auf M zu
einer freien S'-Operation auf M.

(2)<(3) folgt mit W := M x g C bzw. M := {v ew ‘ lv| =1 }
(3)<(4): [LaM89, Example A.5] O

Fiir beliebige S'-Biindel gilt die folgende Proposition, die in Abschnitt 6.1 und
Abschnitt 7.3 eingehen wird.

PROPOSITION 2.6.2. Sei 7 : M — N ein S'-Faserbiindel. Dann hat 7 : M — N
genau dann eine Wurzel, wenn es einen Gruppenhomomorphismus m (M) — Zq
qibt, so daf$ die Verkettung

m(SY B (M) = Z, (2.6.1)

surjektiv ist.

Beweis. M — N habe eine Wurzel. Dann gibt es eine zweifache Uberlagerung
w: M — M mit den obigen Eigenschaften. Sei nun m; (M) — Zs der Verbindungs-
Homomorphismus der langen exakten Homotopie-Sequenz des Zo-Biindels M — M,
d.h. [y] € (M) wird genau dann auf —1 € Z, abgebildet, wenn die Schleife  nicht
auf M liftet. Wir erhalten die exakte Sequenz

o~

1 —>7T1(M) —>7T1(M) — g — 1.
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Die Verkettung (2.6.1) ist surjektiv, da die einfach durchlaufene Faser von M — N
nicht auf M liftet.

Sei andererseits h : m, (M) — Zs ein surjektiver Homomorphismus und M — M
die universelle Uberlagerung, dann setzen wir M := M /Kern h. Oder in anderen
Worten: wir setzen M := M Xxj Z,. Nehmen wir nun an, dafl nicht nur A sondern

sogar h o iy surjektiv ist, dann koénnen wir folgern, daf M — N ein S'-Biindel
ist. O

PROPOSITION 2.6.3. Hat M — N eine Wurzel und ist M orientierbar und spin,
so gibt es mindestens 2 Spin-Strukturen P (M) und P35, (M) auf M, so daf die

zugehdrigen Spinorbiindel 'M und X2M lings der S'-Fasern verschiedene Holo-
nomien haben.

Beweis. Sei P5;, (M) eine Spin-Struktur auf M. Wie im letzten Beweis betrachten
wir M = M X, Zs als Zy-Biindel iiber M. Auf Pg;, (M) operiert Zy vermoge + Id.
Wir setzen nun

P2

Spin

(M) := P4

Spin

(M) xz, M.

Man sieht sofort, daf} sich die Holonomien dieser beiden Spin-Strukturen ldngs der
S'-Fasern von M — N um — Id unterscheiden. 0

Beispiel 1. Sei 7 : T" — T"!, die Projektion, die die letzte Komponente von
T" = S' x ... x S! _vergiBt“. Dann besitzt 7 eine Wurzel 7 : T"® — T,

Allgemeiner sei 7 : N x S' — N die Projektion auf die erste Komponente, dann
besitzt m eine Wurzel.

Beispiel 2. Wir setzen fiir £k € N

Hs = {Mat(z,y,2)|z,y,2 € R}

1
Ma‘t(xayﬂz) = 8 Fk = {Mat(x,y,Z) |$,y S Z; YIS (1/k)Z}

o~ 8
[l SR

Wir nennen My, := ['y\H3 Heisenberg-Mannigfaltigkeit. ,Weglassen der z-Kompo-
nente definiert ein S'-Hauptfaserbiindel

Ty : My — T? = R*/Z”.

Die erste Chern-Zahl dieses Biindels ist k € H?*(T?,Z) = Z. Deswegen besitzt )
fiir ungerades k keine Wurzel, und fiir gerades k = 2m ist 7 := m(,,) eine Wurzel.

Beispiel 3. Auf der Einheitssphiire S?¢*t ¢ C9*! operiert S ¢ C durch komplexe
Multiplikation. Der Quotient h, : S**! — CP? ist ein S'-Biindel, die sogenannte
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Hopf-Faserung. Da es auf S%*! nur eine Spin-Struktur gibt, kénnen wir mit der
obigen Proposition schlieflen, dafl die Hopf-Faserung keine Wurzel hat. Tatséchlich
ist ¢;(hy) = —1 € H*(CPY,Z) = 7.



Kapitel 3

Konforme Strukturen auf 2-Tori

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel nutzen wir konforme Methoden, um Aussagen iiber Riemannsche
Metriken auf dem 2-Torus T? und auf der abgeschlossenen Kreisscheibe zu zeigen.
Fiir das Versténdnis dieses Kapitels werden keine Kenntnisse iiber Spin-Geometrie
benoétigt. Das einzige Spin-Objekt dieses Kapitels ist der Spin-Homomorphismus Y,
der hier nur die Rolle eines fest gegebenen Homomorphismus m (T?) = Z* — Z,
hat.

Definition. Seien g und g zwei Riemannsche Metriken auf dem 2-Torus und x, x :
m (M) — Zs zwei Spin-Homomorphismen.

(1) Die Metriken g und g heiflen (punktweise) konform, wenn es eine Funktion u :
T? — R gibt mit g = e?g;

(2) Die Metriken g und § heiflen konform dquivalent, wenn es einen Diffeomorphis-
mus F : T2 — T? gibt, so dal ¢ und F*§ punktweise konform sind;

(3) Die Paare (g, x) und (g, x) heiflen spin-konform dquivalent, wenn es einen Dif-
feomorphismus F' : T? — T? gibt, so dal ¢ und F*§ punktweise konform sind
und x = x o Fy gilt.

Die konformen Aquivalenzklasse von g aus (2) nennen wir auch die durch g definierte
konforme Struktur auf T?, die spin-konforme Aquivalenzklasse von (g, x) die durch
(g, x) definierte spin-konforme Struktur.

Sei also g = g, dann gilt nach [Be87, 1.159] fiir die GauBschen Kriimmungen K,

25
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und Kj
K, — e K; = Aju = e *Aju. (3.1.1)

wobei A, bzw. Aj der (positiv definite) Laplace-Operator zu g bzw. § ist.

Nach dem Uniformisierungssatz (z. B. [Jo97] Theorem 4.1.1) ist jede Metrik g auf
T? konform zu einer flachen Metrik. Man sieht dies aber auch mit dem folgenden
einfachen Argument: sei v ein Losung von Aju = K, dann ist nach obiger Formel
g = e~ 2*g flach.

In diesem und den beiden nachfolgenden Kapiteln sei nun ¢ immer eine flache, zu
g konforme Metrik. Die zugehorige Funktion u nennen wir die Streckungsfunktion
von g. Sie ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Deswegen ist die Oszillation
osc 4 = max u — minu eine Invariante der Metrik g.

Ziel dieses Kapitels ist, oscu durch geometrische Groflien abzuschétzen. Mit Hilfe
dieser Abschiitzung werden wir dann in Kapitel 4 das Spektrum des Laplace- und
des Dirac-Operators abschéitzen und schliellich in Kapitel 5 das Willmore-Integral
nach unten abschétzen.

Wir suchen also eine obere Schranke fiir die Oszillation von Losungen der Differen-
tialgleichung
K, = Aju (3.1.2)

zu vorgegebener Funktion K. Dieses Problem wurde von Brezis und Merle in
[BrM91] bereits studiert, allerdings jedoch nicht fiir Funktionen u auf T?, sondern
fiir Funktionen u auf einem beschriinkten Gebiet G C R? unter der Randbedingung
U]y = 0. Falls

%

1

2 1
2u < l<p<oo,—+-=1
q p q

|

LP(G,9) L(G.g)

1 Cs
gilt, konnten sie zeigen, daf osc u durch eine Konstante nach oben beschrinkt ist, die
nur von C', C5 und G abhéingt. Fiir p = oo ergibt sich daraus eine obere Schranke an
osc u, die nur von max |K,|, dem Flicheninhalt von (G, g) und dem Gebiet G C R?
abhéngt, vorausgesetzt, daf§ area(G, g) max |K,| < 2.

Wir werden die Differentialgleichung jedoch mit einem vollig verschiedenen Ansatz
behandeln. Unsere Methode beruht im wesentlichen darauf, die Hohenlinien der
Funktion u zu untersuchen. Anstelle von C'; und C5 nutzen wir die geometrisch
besser zu interpretierenden GréBen || K| 10(r2,4) und area(T?, g), wir integrieren also
mit dem Volumenelement von g und nicht mit dem von g. Durch Einbeziehen der
Systole kénnen wir u auch auf T? beschriinken und nicht nur auf Teilmengen von
R2. Die Schranke, die wir erhalten, ist zudem explizit gegeben.
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Zunichst definieren wir in Abschnitt 3.2 einige Invarianten Riemannscher Spin-
Mannigfaltigkeiten, die uns bis Kapitel 5 begleiten werden. In Abschnitt 3.3 be-
handeln wir die Modulrdume konformer und spin-konformer Strukturen. Anschlie-
Bend, in Abschnitt 3.4, konstruieren wir einige wichtige Beispiele, die Pinocchio-
und Kegel-Metriken, die aufzeigen, unter welchen Bedingungen wir eine Schranke
an oscu bekommen kénnen. Die Oszillation der Streckungsfunktion w wird dann
in Abschnitt 3.5 abgeschétzt. Abschnitt 3.6 geht in eine etwas andere Richtung:
dieser Abschnitt behandelt einige Anwendungen unserer Methoden, die wir fiir die
folgenden Spektralabschéitzungen nicht bendtigen werden, die aber als eigenstindige
Resultate ganz interessant sind. Anschlieflend, in Abschnitt 3.7, kommen wir wieder
auf die Invarianten aus Abschnitt 3.2 zuriick und schétzen die Daten der konformen
und spin-konformen Struktur ab.

Eine interessante Arbeit, die auch Kriimmung von Flichen unter konformer Ande-
rung der Metrik untersucht, ist [KaW74]. Sie wird aber im folgenden nicht benutzt
werden.

3.2 Invarianten fiir Riemannsche 2-Tori

Ziel dieses Abschnitts ist die Einfiihrung einiger Invarianten von 2-dimensionalen
Tori. Die Invarianten hédngen teilweise von der Riemannschen Struktur, teilweise
aber auch nur von der konformen Struktur ab. Manche dieser Invarianten hiingen
zusitzlich von der Spin-Struktur des Torus ab. Wir werden diese Invarianten bis
Kapitel 5 hiufig benotigen.

Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und T" C 71 (M) eine Teil-
menge, die unter Konjugation abgeschlossen ist. Wir identifizieren die freie Homo-
topieklassen [c]. einer geschlossenen Kurve ¢ : S' — M mit der entsprechenden
Konjugationsklassen in 7 (M).

Dann nennen wir
[-sys, (M, g) := min {Léngeg(c) ‘ [€]fei Z F}

die ['-Systole von (M, g). Aufgrund der Kompaktheit von M wird das Minimum
tatsdchlich angenommen. Wir sagen, die Kurve ¢ reprasentiert T-sys, (M, g), wenn
das Minimum fiir ¢ angenommen wird.

Enthélt T' nur das neutrale Element e, so ist T'-sys, (M, g) die Linge der kiirzesten
nicht null-homotopen Kurve. Wir nennen {e}-sys, (M, g) in Ubereinstimmung mit
der Literatur auch einfach die (I1-dimensionale) Systole sys,(M,g). Ist M der 2-
Torus T2, so verwenden wir auch die Notation ¢;(g) := sys;(T?, g).
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Ist ' ein Normalteiler, dann ist I'-sys, (M, g) gerade die Systole von M/F, wobei M
die universelle Uberlagerung von M bezeichne. Fiir 'y C Ty gilt ['y-sys, (M, g) <
F2'Sysl (MJ g)

Fiir den Fall, da8 M der 2-Torus T? ist, machen wir noch weitere Definitionen.
Wir wihlen eine Kurve ¢, die ¢1(g) = sys,(T?, g) reprisentiert. Sei {[c1]) C m(T?)
die von der Homotopieklasse [¢;] erzeugte Untergruppe. Dann definieren wir die
Zweiterzeuger-Linge
ba(g) = ([er])-sys: (T%, g).

Wie man anhand des quadratischen flachen Torus sieht, hingt die Untergruppe
{[c1]) ab von der Wahl von ¢;. A priori kénnte also auch die Definition von ¢5(g) von
dieser Wahl abhéingen. In Lemma 3.2.4 werden wir aber zeigen, daf§ /5(g) von der
Wahl von ¢; unabhiéngig ist. Proposition 3.2.5 (1) impliziert auch, daf§ die Klasse
eines Reprisentanten ¢y von l5(g) zusammen mit [¢;] ein Erzeugendensystem von
71 definiert. Flache Tori werden durch Volumen, Systole und Zweiterzeuger-Lénge
eindeutig charakterisiert.

Weiter definieren wir fiir einen Représentanten ¢; von ¢;(g) und dazugehorigen Re-
préisentanten ¢y von f5(g)

ta(g) = ({[er]) U ([eal) )-sys, (T2, g).

Auch /3(g) ist nach Lemma 3.2.4 unabhéngig von ¢; und ¢,. Flache Tori werden
durch /;, /5 und /5 charakterisiert.

Der Torus T? trage nun eine Spin-Struktur, die durch den Spin-Homomorphismus
X : m(T?) — Zs beschrieben wird (siehe Abschnitt 2.3). Wir wollen in diesem
Zusammenhang annehmen, dafl die Spin-Struktur und somit x nicht trivial ist. Dann
ist die Spin-Systole definiert als

spin-sys, (g, x) := (ker x)-sys, (T?, g).

Sei ¢ ein Représentant von (ker x)-sys, (M, g). Dann sei

spin-fa(g, ) = ({[]) Uker x)-sys, (T2, g)

die Spin-Zweiterzeuger-Linge. Proposition 3.2.5 (2) zeigt, daf§ die Klasse eines Re-
préisentanten von spin-/;(g, x) zusammen mit der Klasse eines Repréisentanten ¢ von
spin-sys, (g, x) ein Erzeugendensystem von m; definiert. Der Spin-Homomorphismus
x nimmt auf beiden Erzeugern den Wert —1 an. Flache Tori und ihre Spin-Struktur
werden durch Volumen, Spin-Systole und Spin-Zweiterzeuger-Lénge eindeutig cha-
rakterisiert.

Wir benutzen einige wohlbekannten Tatsachen, die wir in der folgenden Proposition
zusammenfassen wollen. Leider kenne ich keine Quelle, in der diese Proposition
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in dieser Form bewiesen wird. Leser, die sich fiir die historischen Urspriinge der
Aussagen interessieren, seien auf [FrHS82] und [Mo24] verwiesen.

PROPOSITION 3.2.1. Der 2-Torus T? trage eine beliebige Metrik g. Sei c: St —
T? eine kiirzeste geschlossene Kurve in der freien Homotopieklasse a € w1 (T?). Dann
qilt:

(1) Ist a primitiv, d.h. es gibt kein n > 2 und b € m(T?) mit a = b", dann ist c
injektiv, also eine einfach geschlossene Kurve.

(2) Ist a nicht primitiv, also a = b™ mit n > 2, dann ist ¢ eine n-fach durchlaufene
kiirzeste geschlossene Kurve in der Homotopieklasse b.

Aus Aussage (2) der Proposition folgt unmittelbar ein Korollar.

KOROLLAR 3.2.2. Ist I die Vereinigung von Untergruppen von w1 (T?) und ¢ ein
Reprisentant von T-sys, (T?, g), dann ist [c] primitiv. Unter anderem sind die Homo-
topieklassen der Reprisentanten von l1(g) = sys, (T2, g), £2(g), £3(g), spin-sys, (g, x)
und spin-ls(g, x) primitiv.

Beweis von Proposition 3.2.1. Wir versehen R? mit der Uberlagerungsmetrik §.
Wir setzen Z, := R?/(a). Seien c¢; und ¢, zwei Repriisentanten von sys,(Z,,q).
Entweder sind ¢; und ¢, disjunkt, identisch (bis auf Orientierung) oder sie schneiden
sich transversal. Im letzten Fall sieht man mit einem Schnittzahl-Argument, dafl
es mindestens zwei Schnittpunkte gibt, und konstruiert dann aus ¢; und ¢, eine
kiirzere, nicht null-homotope Kurve in Z,, was der minimalen Linge von ¢; und ¢,
widerspricht. Also sind Repriisentanten von sys, (Z,, §) disjunkt oder identisch (bis
auf Orientierung).

Zum Beweis von (1) nehmen wir an, daf ¢ nicht injektiv ist. Wir liften ¢ auf Z,. Dieser
Lift ¢ reprisentiert sys,(Z,, §). Aufgrund seiner minimalen Lénge ist ¢ injektiv. Da
aber c nicht injektiv ist, gibt es ein d € 7 (T?) — (a), so daf sich ¢ und dé schneiden.
Nach dem oben Bewiesenen sind dann aber ¢ und dé¢ identisch. Also sind d und a
kollinear. Wegen d ¢ (a) ist dann aber a nicht primitiv.

Zum Beweis von (2) betrachten wir die Operation von b auf Z,. Nach dem Jordan-
schen Kurvensatz teilt ¢ den topologischen Zylinder Z, in zwei Zusammenhangskom-
ponenten Z; und Z,. Sind b¢ und ¢ disjunkt, dann ist o. E. bZ; eine echte Teilmenge
von 7. Hieraus wiirde folgen, dafl "Z; = Z; eine echte Teilmenge von sich selbst
ist, also ein Widerspruch. Also schneiden sich ¢ und bé, sie sind also nach dem oben
Gezeigten identisch. Hieraus folgt die Behauptung. O

Genau wie in (2) zeigt man auch das folgende Lemma. Im Gegensatz zu Propo-
sition 3.2.1 fordern wir nicht, dal ¢ eine Kiirzeste in der freien Homotopieklasse
sei.
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LEMMA 3.2.3. Ist ¢ : St — T? eine injektive, nicht null-homotope Kurve, so ist
[c] primitiv, d. h. es gibt kein a € m; und n > 2 mit [c] = a".

LEMMA 3.2.4.

(1) Die Definition von ly(g) hingt nicht von der Wahl des Reprdisentanten ci ab.
Und es gilt

l5(g) = max (y)-sys;(T?, g).

YET1

(2) Die Definition von l3(g) hingt nicht von der Wahl des Reprdisentanten co ab.
Und es gilt

l3(g) = max ((7) U ([e1]))-sys, (T2, g).

YET1

(3) Die Definition von spin-fa(g, x) hdngt nicht von der Wahl des Reprisentanten
c ab. Und es gilt

spin-f5(g, ) = max ((7) U ker X) -sys; (T2, g).
YETL

Beweis von Lemma 3.2.4. Sei ¢ ein Reprisentant von I'-sys;(T?, g) und I eine
Vereinigung von Untergruppen.

Wir zeigen hier, daf fiir alle a € 7, (T?) gilt

((a) UT)-sys, (T2, 9) < (([d]) UT)-sys, (T2, g).

Fiir I' = {e} folgen daraus die Aussagen von (1), fiir I' = (¢;) die Aussagen von (2)
und fiir I" = ker x die Aussagen von (3).

Sei also a € m,(T?) gegeben. Im Fall [¢] & (a) folgt [c] & (a) UT und somit

((a) UT)-sys,(T?,g) < Léinge,(c) = T-sys, (T%,g) < ({[c]) UT)-sys, (T2, g).

Betrachten wir nun den Fall [¢] € (a). Nach Korollar 3.2.2 ist [¢] primitiv, also gilt
dann [¢] = a*!. Hieraus folgt:

((a) UT)-sys, (T2, ) = ({[c]) UT)-sys, (T2, g). 0
Bemerkungen

(1) Auf T? x S? gibt es Riemannsche Metriken, so daf§ die Systole sowohl durch
Kurven mit primitiver Homotopieklasse, als auch durch Kurven mit nicht pri-
mitiver Homotopieklasse repréisentiert werden kann. Die Definition eines analog
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definierten /5 héngt hierbei von der Wahl des Repriisentanten der 1-Systole sys;
ab.

Eine derartige Metrik kann zum Beispiel als ,, Autobahnmetrik“ konstruiert wer-
den. Dazu wihlen wir nun eine primitive Homotopieklasse [c], die von einer
einfach geschlossenen Kurve c¢; repréisentiert wird. Nun wéhlen wir eine einfach
geschlossene Kurve ¢, die die Homotopieklasse 2[c;] représentiert und die die
Kurve ¢; nicht schneidet. Anschliefend machen wir die Metrik g mit der Tech-
nik der Autobahnmetriken in der Umgebung von ¢; und ¢| geeignet klein, so
daB ¢; und ¢} Geodéten sind und

Linge,(c)) = Linge,(c}) = sys, (']I‘Q, g)

gilt. Der Autor hat diese Technik in [Am97] (,expressway metrics“) skizziert
und in [Am94] sehr ausfiihrlich vorgestellt.

(2) Korollar 3.2.2 zeigt auch, dafl ¢1(g) < l2(g) < ¢3(g) der Anfang des ,primitiven
Langenspektrums® ist ([He91]), d.h. ¢1(g), ¢2(g) und ¢3(g) sind die Léngen der
6 kiirzesten nicht-trivialen primitiven Homotopieklassen, wobei jede dieser 3
Lingen doppelt angenommen wird (von a und a™").

PROPOSITION 3.2.5.

(1) Seicy ein Reprasentant von ¢1(g) und cy ein dazu passender Reprasentant von
l3(g). Dann bilden [¢;] und [cs] ein Erzeugendensystem von .

(2) Seicy ein Reprdsentant von spin-sys, (g, x) und co ein dazu passender Reprisen-
tant von spin-fo(g). Dann bilden [c1] und [co] ein Erzeugendensystem von .

Beweis. Wir wissen bereits, daf§ fiir (1) und (2) sowohl [¢] als auch [cp] primitiv
ist. Um zu zeigen, daf} sie sogar ein Erzeugendensystem bilden, ist noch zu zeigen,
daf die Schnittzahl von ¢; mit ¢, entweder 1 oder —1 ist. Hierzu sei n der Betrag der
Schnittzahl. Die Schnittzahl ist ungleich Null, weil ¢; primitiv ist und [co] & ([e1])
gilt.

Wir zeigen n = 1 zunéchst fiir (1). Hierzu nehmen wir an, da§ n > 2 sei. Da [¢]
primitiv ist, finden wir ein e in 7y, so daB [¢;] und ey ein Erzeugendensystem bilden.
Wir definieren nun den Torus

Q=R/G,

wobei G das von [¢;] und [cs] erzeugte Gitter ist. Da G als Untergruppe von m; (T?)
Index n hat, ist die natiirliche Abbildung @ — T? eine n-fache Uberlagerung und
die Operation von e, auf () erzeugt die zyklische Gruppe der Decktransformationen.
Seien ¢; und ¢y Lifte von ¢; und ¢y auf Q).
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Das Urbild von ¢;(S') unter der Abbildung @ — T? ist
n—1 )
U 62161(51) C Q
i=0

Die Schnittzahl von U, es’¢; mit & ist gleich der Schnittzahl von ¢; mit ¢y, also
gleich +n. Da ey'¢; homotop zu ey’¢; ist, haben also es’¢; und é, Schnittzahl +1.
Es glbt also tl,tg € Sl mit éQ(tl) € 61(51) und éQ(tg) € 6261(51).

Wir schreiben nun etwas salopp ]t1, o] fiir die Zusammenhangskomponente von S!—
{t1,t2}, in der t; 4 ¢ fiir geniigend kleines ¢ > 0 liegt, und [t1, 5] fiir deren Abschluf}
in S'. Mit dieser Notation sind Co|1, 1 U Co, 1) geodéitische Segmente von ¢;(t)
nach ¢é;(t2). Fiir deren Linge gilt

Lénge, (é2|y, 4,7) + Léngey(¢2|y, ) = Lénge,(¢2).

Es gibt somit ein j € Z mod 2, so dafl

Linge, (6], ,.,.1) < (1/2) Liinge, (é2) = (1/2) £2(g).

Nun betrachten wir wieder Kurven auf T2. Das geodétische Segment ;| t,t51] konnen
wir nun durch ein Segment von ¢; zu einer geschlossenen Kurve ¢, machen. Mit einer
dhnlichen Argumentation wie oben, konnen wir annehmen, dafl dieses Segment von
c1 hochstens die Linge

(1/2) Liinge, (é1) = (1/2) sys, (T2, )

hat. Die geschlossene Kurve ¢, hat also die Lénge

Linge,(ch) < (1/2) ta(g) + (1/2) sys, (T?, g) < fa(g).

Fiir die Homotopieklasse von ¢, gilt [ch] € ex™ - G, also [ca] & ([c1]). Die Kurve
¢y besteht aus zwei geodiitischen Bogen von cy(t1) nach cy(to) und hat in diesen
beiden Punkten Ecken. Runden wir diese Ecken ein bifichen ab, so erhalten wir eine
Kurve, die kiirzer als ¢5(g) ist und deren Homotopieklasse nicht in ([¢;]) liegt. Dies
widerspricht aber der Definition von f5(g). Wir erhalten also Behauptung (1).

Fiir den Beweis von (2) kénnen wir &hnlich vorgehen, aber nicht vollig gleich, da wir
nicht wissen, ob x([c¢}]) # 1. Wir benétigen deswegen einige zusétzliche Konstruk-
tionen.

Wir wihlen t;,s; € S* so, daB é(t;) € e’é(s;), wobei die t; ihrem Index gemif
auf S! geordnet liegen sollen und b: {0,...,n — 1} — {0,...,n — 1} eine Bijektion
ist. Die Schreibweise [r, s] fiir das , Intervall“ von r € S! nach s € S! {ibernehmen
wir aus Teil (1).
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Wir definieren nun induktiv iiber i die geschlossenen Kurven k; fiir 7 = 1,...,n. Die
Kurve ki setzen wir aus zwei Teilen zusammen: der erste Teil ist cg|[t0’t1]. Der zweite
ist entweder cl|[50’51] oder cl|[51’50] — welches dieser beiden Stiicke wir wahlen, héngt
von der Spin-Struktur ab: wir wéhlen es so, dal x([k1]) = —1. Dies ist moglich, da

X([a]) = 1.

Die Kurve k; fiir 2 < ¢ < n — 1 durchlduft drei Teile: zunichst denjenigen Teil von
c1, den wir bei der Definition von k; ; nicht ausgewéhlt haben, dann cg|[ti_1’ti} und
schliefilich entweder 01|[50,5i} oder Cl|[5i,50}' Die Wahl des letzten Teils machen wir
immer so, daf§ y([&;]) = —1.

Die Kurve k,, durchlduft schliefilich den bei der Definition von k,,_; nicht ausgewéhl-
ten Teil von ¢; und anschliefend ca, ;.\ Wir wollen zeigen, da$f auch x([k,]) = —1.

Es gilt

n

[11%:] = [ea] - [e]" 2™

i=1
fiir ein m € Z. Also ist [T} x([k:]) = (—1)". Da wir bereits fiir i = 1,...,n—1 wissen,
daB x([k;]) = —1, folgt auch x([k,]) = —1. Weiter ist

> Linge,(k;) = (n — 1) spin-sys, (T?, g) + spin-f5(g) < nspin-f(g),

es gibt also mindestens ein k; mit Linge,(k;) < spin-fo(g). Weiter ist klar, daf
[ki] € ([c1]). Da k; wiederum Ecken hat und deswegen verkiirzt werden kann, erhalten
wir analog zu oben einen Widerspruch zur Definition von spin-f;(g). Somit haben
wir auch bei (2) die Annahme n > 2 zum Widerspruch gefiihrt. O

Nun sind wir soweit, dafl wir einige Groflen definieren konnen, die im Rest der Arbeit
eine zentrale Rolle spielen. Wir definieren fiir eine Riemannsche Metrik ¢ auf T? und
eine nicht-triviale Spin-Struktur y

area(T?,g)  area(T?,g)

V(g) ==
(9) sys; (T2, g)° bilg)”
area(TZa g)
W(g) := T 092
. area(TQ;Q)
-V(g, x) =
spin-V(g, x) spin-sys; (g, X)2
. area(T?,
spin-W(g, x) == o

spin-l5(g, x)?

In den folgenden Abschnitten werden wir unter anderem auch Abschéitzungen dafiir
herleiten, wie sich diese Groflen unter konformer Anderung der Metrik verhalten.
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Eine grobe Abschétzung, die fiir die wichtigsten Resultate ausreicht, liefert Proposi-
tion 3.7.6. Im nachfolgenden Theorem 3.7.7 soll dieses Resultat noch etwas verfeinert
werden. Fiir diese verfeinerten Abschidtzungen benétigen wir aber noch ein techni-
sches Lemma, das wir jetzt bereitstellen wollen.

PROPOSITION 3.2.6. Die kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit M trage zwei
konforme Riemannsche Metriken g, und g, = e*“g,. Sei A eine offene Menge in
M mit glattem Rand. Das Bild der Abbildung m(A) — m (M) sei gleich {1}.
Die Funktion u erfille u > 0 auf M — A und uw = 0 auf dem Rand OA. FEs ist
Lange,, (0A) = Lénge,, (0A).

(1) Ist T ein Normalteiler von m (M), dann gilt

1o
F'Sysl(Ma 92) < F—SYSI(M, gl) + §Langegl (aA)

(2) Sind T'y, Ty Normalteiler von m (M), dann gilt

Fl U FQ—SYSI(M, gg) S Fl U FQ—SYSI(M, 91) + Léingegl (8A)

(3) Wissen wir zusdtzlich
['y-sys; (M, g1) + Ta-sys; (M, g1) > T'y UTy-sys (M, g1) + Linge,, (0A4), (3.2.1)

dann gilt auch die stirkere Abschdtzung

1
Fl U FQ—SySI(M, gg) S Fl U FQ—SySI(M, 91) + §L5nggl (6A)

Bemerkungen

(1) Schreiben wir 0A als disjunkte Summe seiner Zusammenhangskomponenten
0A = U B;, dann gilt

el

Lénge, (0A) =2 diam(B;, g1),

i€l

wobei diam(B;, g1) der (intrinsische) Durchmesser von B; beziiglich g, ist. Er-
setzen wir in der obigen Proposition Léinge, (0A) durch 2 3" diam(B;, g1), dann
gilt die Aussage und der Beweis auch fiir den Fall, daf§ die Dimension von M
grofer als 2 ist. Auch die Kompaktheit von M kann durch Kompaktheit von A
ersetzt werden.
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(2) Fiir M = S? x S! sehen wir auch deutlich, wieso wir in den Voraussetzun-
gen der Proposition nicht 7;(A) durch 7;(A) ersetzen kénnen — zumindest
fiir dim M > 3. Sei ¢; die Produktmetrik einer kleinen runden S? und einer
grofien S' = R/Z. Wir wiithlen A := M — 5% x {0mod Z}. Wird die Funktion u
geniigend klein auf S? x ([.2,.8] mod Z), dann sind die Folgerungen der Propo-
sition falsch.

Auch auf RP? gibt es eine #hnliche Metrik mit etwas schwicheren Eigenschaf-

ten.

Beweis von Proposition 3.2.6. In den Féllen (2) und (3) setzen wir I' := T"; UT,.
Angenommen c sei eine geschlossene kiirzeste Kurve in (M, ¢;), deren freie Homoto-
pieklasse nicht in I enthalten ist. Wir konstruieren nun eine Kurve ¢ : S* — M — A
mit [¢]ge; ¢ T und

k
Lange,, (¢) < Lénge, (c) + §L§ungeg1 (0A),
wobei £ = 1 in den Fillen (1) und (3), und £ = 2 im Fall (2). Mit der offensichtlichen
Ungleichung
Linge,, (¢) < Lénge,, (¢)

folgt dann die Aussage.

Zunichst wollen wir annehmen, dafl A zusammenhingend ist, die allgemeine Si-
tuation behandeln wir danach. Wenn ¢ die Menge A nicht trifft, sind wir fertig.
Andernfalls zerlegen wir das Intervall

D= Cil(M — A) = DJ]aj,bj[

in seine Zusammenhangskomponenten. In der relativen Homotopie-Gruppe 7 (M, A)

gilt
[e] = 11l 1)

jes
wobei das Produkt nur endlich viele Faktoren ungleich 1 enthilt. Wir identifizieren
' mit seinem Bild in 7 (M, A).

Behauptung (1): Wéhle ein j € J, fir das [C|[aj,b]-]] ¢ T'. Wir withlen nun ¢ derart,
daf

>

|[aj’bj} - C|[aj’bj}

und ¢gi_p, ;1 sei Kiirzeste von ¢(b;) nach c¢(a;) auf 9A. Es folgt

" R 1.
Lénge, (¢[g1_q, 5,]) < §Langegl(8A).
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Also erfiillt ¢ das Gewdiinschte.

Behauptung (2) und (3): Wenn es wie im Beweis von Behauptung (1) ein j gibt, fiir
das [c|[aj’bj]] ¢ ') UT, gilt, so sind wir fertig.

Andernfalls gibt es verschiedene j;, jo € J mit
[C|[ah,bjl]] el =T,

und

[C|[aj2,bj2]] € Fl — FQ.
Aus jedem dieser beiden Kurvenstiicke konstruieren wir analog zur Konstruktion
von ¢ in (1) eine geschlossene Kurven ¢; bzw. é;. Es gilt dann

U'i-sys; (M, g1) + Ta-sys; (M, g1) < I't UTs-sys, (M, g1) + Léinge,, (9A).

Diese Ungleichung widerspricht natiirlich der Voraussetzung (3.2.1), d. h. dieser Fall
tritt unter (3) nie auf.

Wir miissen in diesem Fall also nur noch die schwichere Aussage von (2) zeigen.
Hierzu betrachten wir eine Kurve ¢, die auf B := [aj,, b;,] U [a;,, bj,] mit ¢ {iber-
einstimmt und auf S* — B aus zwei kiirzesten Verbindungen in dA besteht. Es gilt
dann

Linge, (¢|g1_p) < Lénge, (0A).

Hieraus erhalten wir Behauptung (2). Somit folgt die Aussage der Proposition fiir
zusammenhéngendes A.

Besteht nun A aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten, so konstruieren wir
¢ induktiv iiber die Anzahl ¢ der Zusammenhangskomponenten. Bei jedem Schritt
nehmen wir die Konstruktion von ¢ fiir zusammenhéngende A.

Wenn A sogar aus (abzéhlbar) unendlich vielen Zusammenhangskomponenten be-
steht, dann konvergiert ¢ fiir ¢ — 0o gegen eine geeignete Kurve. O

3.3 Modulraume

Sei g eine Riemannsche Metrik auf dem 2-Torus T?. Wir schreiben wie in den vorigen
Abschnitten g = **§ mit einer flachen Metrik g.

Dann definieren wir
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Da — wie gesagt — ¢ bis auf eine Konstante sich eindeutig aus g ergibt und V(¢) und
W(g) skalierungsinvariant sind, sind diese beiden Grofien wohldefinierte konforme
Invarianten, d.h. sie sind invariant unter konform Hquivalenter Anderung von g.
Wir werden nun zeigen, dafl diese Invarianten die konforme Struktur vollstindig
charakterisieren.

LEMMA 3.3.1. Sei [g] die konforme Aquivalenzklasse von g. Dann definiert

. E V(A2 V)
m: [g] — (\} Wie) V(g) ,V(g))

eine Bijektion von der Menge der konformen Strukturen von T? auf die Menge

M= {(z,9)|[0<z<1/2, y >0, 22 +y*> > 1}.

Der Torus (T2, g) ist konform dquivalent zu R?/{(1,0), m([g])) mit der Standardme-
trik.

Wir nennen M den Modulraum konformer Strukturen auf T?. Weiter nennen wir
m([g]) die Koordinaten der konformen Struktur im Modulraum M.

Beweis. Da die GroBen V(g) und W(g) konforme Invarianten sind, ist die Abbil-
dung m wohldefiniert.

In jeder konformen Aquivalenzklasse ist eine flache Metrik enthalten. Zu jedem fla-
chen Torus (T?,g) gibt es aber eindeutig bestimmte (z,y) € M, so daBi (T?,g)
homothetisch zu T'(z,y) = R*/((1,0), (z,y)) mit der Standardmetrik ist. Weiter gilt

hierfiir V(g) = y und W(g) = y/ (2> + 5?), also m(g) = (x,y). Hieraus folgen die
Aussagen des Lemmas. O

Wir wollen nun analog die Menge der spin-konformen Aquivalenzklassen untersu-
chen. Die wohl banalste aber zugleich grundlegende spin-konforme Invariante ist die
Trivialitdt bzw. Nicht-Trivialitdt der Spin-Struktur: sind [gy, x1] und [gs, x2] spin-
konform &dquivalent, dann ist x; genau dann trivial (x; = 1), wenn y» trivial ist.

Die spin-konformen Aquivalenzklassen mit trivialem Spin-Homomorphismus stehen
vermoge
[9,1] = [g]

in Bijektion mit den konformen Aquivalenzklassen. Analog zu oben beschreiben wir
diese spin-konformen Strukturen durch M. Wir nennen M in diesem Zusammen-
hang auch die kleine Zusammenhangskomponente des spin-konformen Modulraums.

In dieser Arbeit sind wir aber in erster Linie an den nicht-trivialen Spin-Strukturen
interessiert. Hierfiir miissen neue Invarianten definiert werden: Tst y : m;(T?) —
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y="V(g) y = spin-V(g)

M spin-M

} } T } ! xr

0.5 1.0 0.5 1.0

Abbildung 3.1: Die Modulrdume M und spin-M

Zs ein nicht-trivialer Spin-Homomorphismus, dann definieren wir die beiden spin-
konformen Invarianten

spin-V(g, x) := spin-V(g, x)
spin-W(g, x) := spin-W(g, x).

Es gilt nun ein analoges Lemma

LEMMA 3.3.2. Sei x ein nicht-trivialer Spin-Homomorphismus und g eine Rie-
mannsche Metrik auf T?. Wir bezeichnen mit [g, x] die spin-konforme Aquivalenz-
klasse von g, x. Dann definiert

) spin-V , .o o
spin-m : [g, x] = \l w — spin-V(g, x)? , spin-V(g, x)
spin-W(g, x)

eine Bijektion von der Menge der spin-konformen Strukturen von T? mit nicht-
trivialem Spin-Homomorphismus auf die Menge

spin-M = {(2,9)|0< 2 <1, y >0, 2° +y*> > 1}.
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Versehen wir den Torus
RQ
1,0), spin-m([g, x]))

T(Spin'm([ga X]) = <(

mit der Standardmetrik und dem Spin-Homomorphismus x mit

x((1,0)) = x(spin-m([g, x])) = —1,
)

dann ist T (spin-m([g, x]) spin-konform dquivalent zu (T?, g, x).

Wir nennen spin-M die grofie Zusammenhangskomponente des Modulraums spin-
konformer Strukturen auf T?. Weiter nennen wir spin-m([g, x]) die Koordinaten der
spin-konformen Struktur im Modulraum spin-M. Der Modulraum spin-konformer
Strukturen ist MU spin-M.

Die Zuordnungsvorschrift [g, x] — [¢] definiert eine Abbildung
U : MUspin-M — M.

Diese Abbildung ist eine Quotientenabbildung im Sinne topologischer Rdume. Tri-
vialerweise gilt U| ,, = id. Die Restriktion U|spin— u ist eine dreifache Uberlagerung
mit Verzweigungen iiber dem Rand von M. Zur Veranschaulichung ist deswegen das
Urbild des Randes von M, das im Innern von spin-M liegt, in Abbildung 3.1 diinn
schwarz eingezeichnet.

Beweis von Lemma 3.3.2. Die Grofien spin-V(g, x) und spin-W(g, x) sind spin-

konforme Invarianten, d.h. sie sind konstant auf den spin-konformen Aquivalenz-
klassen von (g, x). Die Abbildung spin-m ist also wohldefiniert.

In jeder spin-konformen Aquivalenzklasse ist eine flache Metrik enthalten. Zu jedem
flachen Torus (T?, g) mit Spin-Homomorphismus  gibt es aber eindeutig bestimmte
(z,y) € spin-M, so daB (T2, g) homothetisch zu T'(x,y) mit der Standardmetrik
und dem im Lemma beschriebenen Spin-Homomorphismus ist. Weiter gilt hierfiir
spin-V(g) = y und spin-W(g) = y/(2 + y?), also spin-m(g) = (z, y). Hieraus folgen
die Aussagen des Lemmas. O

3.4 Pinocchio- und Kegel-Metriken

Bevor wir eine Abschétzung fiir die Oszillation der Streckungsfunktion herleiten,
wollen wir noch zwei Beispielfamilien darstellen. Dies soll in diesem Abschnitt ge-
schehen. Die Hohenlinien dieser Beispiele haben eine besonders einfache Gestalt,
deswegen erleichtern sie das Verstéindnis der Beweise des folgenden Abschnitts.



40 KAPITEL 3. KONFORME STRUKTUREN AUF 2-TORI

Die Beispiele sind aber auch deswegen wichtig, weil sie aufzeigen, dafl manche Vor-
aussetzungen in den Resultaten notwendig sind (z.B. in den Theoremen 3.5.1 und
3.6.1, in Korollar 3.6.8 und in Theorem 3.7.7).

Ahnliche Beispiele finden sich bereits hiufig in der Literatur. Auch der bereits zi-
tierte Artikel [BrM91] konstruiert dhnliche Beispiele: dort sind es jedoch Losungsfa-
milien von Gleichung (3.1.2), auf eine geometrische Interpretation wird verzichtet.

Um die Beispiele diskutieren zu kénnen, benotigen wir zunéchst ein Lemma.

LEMMA 3.4.1. Die Kreisscheibe B(0) C C von Radius R trage eine rotationssym-
metrische Metrik g, d. h. S' = {z € C | |z| = 1} operiert vermdge der Multiplikation
isometrisch auf (Br(0), g). Auflerdem gebe es ein S € 10, R[, so daf$ g auf dem Ring
Rs.r = Br(0) — Bg(0) mit der Standardmetrik gewa von C dbereinstimmt. Dann
gibt es einen Diffeomorphismus ¥ : Br(0) — Bg(0), der R r punktweise fiz lift,
und eine rotationssymmetrische Funktion u : Br(0) — R mit suppu C Bg(0), so
dafl U*(g) = €*“gour1- Dieses u ist eindeutiq.

Beweis. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz ([Fo81, 3.27.9]) ist (Bg(0),g)
konform zu (B1(0), geuk) oder (C, geur1). Aus diesem Grunde gibt es eine Funktion

1 : Br(0) — R, so daB e=?“1¢ flach ist. Also erfiillt u; die Gleichung K, = Aju;.
Da auf Rg r die Kriimmung K, verschwindet, ist u; eine harmonische Funktion auf

Rs,r- Nun setzen wir
1
2mit
ug(x) 1= U dt.
o(a) := [ ()

Die Funktion u, erfiillt ebenfalls K, = Ajus und ist zusétzlich invariant unter der
Aktion von S!. Folglich ist us eine rotationssymmetrische und harmonische Funktion
auf Rg g. Als solche erfiillt u, auf Rg g die Differentialgleichung

0? 8
8 2U2 + — 8 =0

und hat deswegen die Form a + blogr. Es gilt

2rb = b *dlogr:/ *du2:/ d* dus
dBRg(0) dBr(0) Br(0)

=— dvol, Agus = — dvol, K, (3.4.1)

Br(0) Bg(0)
und das letzte Integral ist nach dem Satz von Gauf}-Bonnet gleich Null.

Setzen wir also ug := uy — a, dann ist der Tréger von u in Bg(0). Auflerdem ist
(Br(0),e ?"3g) flach und rotationssymmetrisch, also eine flache Kreisscheibe mit
Umfang 27 R. Es gibt deshalb eine Isometrie ¥ : (Bg(0), geurt) — (Br(0),e2"3g),
die Rg r fix 1a8t. Wir setzen u := usz o U und erhalten die Aussage des Lemmas fiir
u.
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Angenommen u wéire nicht eindeutig und sei @ eine weitere Losung. Dann liegt 4 — u
im Kern von A; und verschwindet auf dem Ring Rg . Hieraus folgt @ = u, also die
Eindeutigkeit. O

Um die folgende Konstruktion besser zu verstehen, betrachte man Abbildung 3.2.
Fir § € [0,7/2] setzen wir 6 := (7/4) — (£/2). Sei nun B ein glattes reguléres
Kurvenstiick in R?* = span{e,, e,} C R* von (—2,0) nach (—1,4), das nirgends nach
rechts gekriimmt ist, in einer Umgebung von (—2, 0) mit der z-Achse iibereinstimmt
und in einer Umgebung von (—1,J) mit einer Geraden iibereinstimmt, die mit der
x-Achse den Winkel (7/2) — (3 einschliefit (siehe Abbildung 3.2). Wir fordern aufer-
dem, dafl der Einheitstangentialvektor nur den Winkelbereich von 0 bis (7/2) — 3
iiberstreicht — anschaulich gesagt: wir verbieten Loopings. Nun rotieren wir By
um die z-Achse und erhalten eine Rotationsfliche, die wir die Sockelfldche Sy 5z mit
Radius 1 und Winkel 3 nennen wollen. Zentrische Streckung von S; 3 am Ursprung
mit Faktor R ergibt die Sockelfidche Sg g mit Radius R. Nun punktspiegeln wir Bg
am Punkt (—1,0), rotieren abermals um die 2-Achse und erhalten nach zentrischer
Streckung um den Faktor p die Kappe 2, 3 mit Radius p.

Im folgenden sei nun R € ]0,1/4] gegeben. Wir nehmen nun ein H > 0, so daf
p:=R— Htan( > 0.

Fiir 8 > 0 definieren wir nun eine neue Flidche. Aus dem Torus

R R R R
—xix{O}CszxR,

der mit der Standardmetrik versehen ist, schneiden wir einen Ball vom Radius 2R
um den Ursprung aus und kleben hier die Sockelfliche Sy 3 ein. Auf die zweite, noch
unverklebte Randkomponente von Sy s setzen wir den Mantel eines Kegelstumpfs
mit Basisradius R und Héhe H, der zu einem Kegel mit halbem Offnungswinkel 3
gehort. An den oberen Rand dieses Kegelstumpfmantels kleben wir die um (R+p)d+
H nach oben verschobene Kappe €, 5. Die Fliche M, die wir so erhalten haben, ist
wieder diffeomorph zu einem 2-Torus.

M trage nun die von % X % x R induzierte Metrik. Diese Metrik nennen wir die
Kegelmetrik gr,m . Nach dem vorangehenden Lemma kann der Diffeomorphismus
F : T?> — M so gewihlt werden, daB F*gg 11,3 = €** geula, Wobei der Triger von u in
einem Ball von Radius 2R um den Ursprung liegt. Auflerdem ist u, eingeschrinkt

auf diesen Ball, rotationssymmetrisch. Wir identifizieren M mit T? mittels F.

Im Fall 3 = 0 gehen wir analog vor. Anstelle eines Kegelstumpfs der Hohe H nehmen
wir einen Zylinder der Hohe H und setzen p := R. Wir erhalten die Metrik gz #.

In den folgenden Beispielen werden wir H gegen unendlich gehen lassen. Die auf
den flachen Torus aufgeklebte, im wesentlichen zylinderférmige Nase wird somit
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Q3+ (R+p)o+H

Abbildung 3.2: Die Kegel-Metrik

langer und langer. Dies erinnert an die Geschichte ,,Pinocchios Abenteuer* von Carlo
Collodi. Deswegen nennen wir diese Metriken Pinocchio-Metriken.

Man beachte, daf alle hier konstruierten Pinocchio- und Kegel-Metriken konform
dquivalent zum quadratischen flachen Torus sind, mit der Notation der vorangehen-
den Abschnitte gilt also § = konst + geux-

Wir haben deshalb

| . area(T?, §)
spin-V(gr,m) = V(9) = m B
1 Y

Man sieht sofort
Lo Ko =471 = sin 8).
T2,9r, 1,3

Um den Sprachgebrauch zu vereinfachen, nennen wir sowohl den eingesetzten Kegel-
stumpfmantel der Kegelmetrik, als auch den eingesetzten Zylinder der Pinocchio-
Metrik kurz Kegelstiick. Auf dem Kegelstiick ist u wieder eine harmonische und
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~2R~
().
N—
B=0
H b

— AR — — 4R —
Abbildung 3.3: Pinocchio- und Kegel-Metriken

rotationssymmetrische Funktion. Nach Einfiihrung von Polarkoordinaten (r, ¢) auf
(T2, geu1) hat u also wiederum die Form

u(r,p) = a+blogr.

Wenn (r, ¢) auf dem Kegelstiick liegt, dann gilt nun aber diesmal

K

9R,H,B

= 27(1 — sin j3),
B (0)

also mit Gleichung (3.4.1)
u(r,p) =a+ (sinf3 —1)logr.

Das Kegelstiick soll nun vom Koordinatenradius r; bis r, gehen. Die Léinge des
unteren Randes des Kegelstiicks konnen wir auf zwei Arten ausdriicken:

2TR = 2mryet(r?) (3.4.2)
also log R = a + sin #log rs. Analog ergibt der obere Rand log p = a + sin flogr;.
Fiir die Kegel-Metrik (5 > 0) ergibt sich also

oscu > u(ry) — u(ry) = (1 — sin §) (log(rz) — log(r1))

1 R
() (5)
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und dieser Ausdruck geht fiir p/ R — 0 gegen unendlich.
Fiir die Pinocchio-Metrik (5 = 0) haben wir hingegen

H = / " dr = (7“1) —u (7“2))6“,
und nach (3.4.2) gilt R = e“, also
H/R = u(ry) — u(ry) < oscu.
Also geht oscu fiir H/R — oo gegen unendlich.

Wir erhalten also hinreichende Kriterien, wann osc u gegen unendlich geht. Wenn
wir nun also in den folgenden Kapiteln eine obere Schranke fiir osc v finden wollen,
muf diese Schranke Terme enthalten, die fiir H/R — oo bzw. p/R — 0 grof} werden.

3.5 Abschitzung der Streckungsfunktion

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (evtl. mit Rand). Wir bezeichnen mit
K* := max{K,0} und K~ := min{K,0} den positiven und negativen Teil der
Gaufischen Kriimmung. Auflerdem sei fiir p € [1, o0]

=

Kp(M, g) := 1Kol 1o(ar,g) vOLUM, g)
Kimfg)—HKimngWMﬂfm

:IM
ﬁIH

die p-Norm der Gaufischen Kriimmung von (M, g) (bzw. des positiven oder nega-
tiven Teils), multipliziert mit einer Volumenpotenz. Die Grofie ICp(M, g) ist skalie-
rungsinvariant. Fiir kompaktes M ist K,(M, g) endlich und stetig in p. Wegen der
Hoélderschen Ungleichung ist K,(M, g) monoton wachsend in p. Analoges gilt fiir
K (M, g).

THEOREM 3.5.1. Der 2-Torus T? trage eine Riemannsche Metrik g = e?*g mit g
flach. Fiir ein p € |1,00] gelte

K, = K,(T?, g) < 4.

Dann haben wir die Abschdtzungen

(1) oscu < S(IC,,,p,V(g})),
(2) oscu < S(ICp,p,V(g)),
wobes
1 K K < KV
= -1 1—— ——qglog(2 — 4+ —
S(Kp,V) =5 Og( 47r> ‘+ a2 4108(20) + -+

mit q :=p/(p—1).
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Da I, stetig in p ist, erhalten wir also genau dann eine Schranke, wenn K; < 47
ist. Die Schranke S wird grundlegend fiir die Kapitel 4 und 5 sein.

Bemerkung. Die Abschétzung (1) ist stérker als Abschitzung (2). Dies wird in
Proposition 3.7.2 klar werden. Kennen wir also den konformen Typ, z. B. aufgrund
der Symmetriegruppe von (T?, g), dann erhalten wir aus (1) eine bessere Abschéit-
zung als aus (2). Der Vorteil der Abschitzung (2) ist, dafl wir selbst dann eine
Abschiitzung erhalten, wenn wir die konforme Invariante V(§) nicht kennen.

Beispiel. Es kann keine Schranke oscu < & (K, V(7)) geben. Dies zeigen die Ke-
gelmetriken gg g g mit festem R und # und H — Rcot 3. Denn dann gilt p — 0 und
somit oscu — 0o, wohingegen V(g) = 1 und Ky = 47 (1 — sin ) konstant bleiben.

Bemerkung. Ob die Schranke oscu < S(KC,,p, V(§)) so verbessert werden kann,
daB sie auch fiir K, > 4r gilt, soll in dieser Arbeit offenbleiben. Die Pinocchio-
Metriken gg o mit H — oo und R = konst liefern jedenfalls kein Gegenbeispiel:
fiir sie gilt zwar oscu > H — oo, aber auch K, — oo fiir p > 1: Wenn wir auf
konstantes Volumen reskalieren konzentriert sich fiir p — oo die Kriimmung der
,Nasenspitze“ auf einer kleiner werdenden Fliche.

Der Beweis von Theorem 3.5.1 beruht im wesentlichen auf drei Abschétzungen (Ko-
rollar 3.5.6, Satz 3.5.7 und Satz 3.5.9). In den Beweisen fiir diese Abschéitzungen
wiederum benotigen wir zwei Analysis-Lemmata, mit denen wir beginnen wollen.

LEMMA 3.5.2. Gegeben seien die Funktionen f,g : [a,b] — R mit f monoton
wachsend, g stetig differenzierbar und f(a) = g(a). Fs existiere ferner eine abge-
schlossene Nullmenge N, so daff f auf [a,b] — N differenzierbar ist und f' > ¢’
erfillt. Dann gilt auch f(b) > g(b).

Beweis. Die kompakte Nullmenge A kann mit endlich vielen disjunkten offenen

Intervallen Iy,..., I, iiberdeckt werden, wobei vol(UI;) < ¢ fiir beliebig kleines «.
Wegen der Monotonie von f gilt somit
f(b) = fla +/ f'>gla) + g > g(b) —emaxg’,
(b) > f(a) U, (a) iU, (b)
und im Limes ¢ — 0 folgt die Aussage. O

LEMMA 3.5.3. Seien f1 und fo zwei L'-Funktionen auf [a,b] und g1, gs : [a,b] —
R* stetige Funktionen. Sei C' € RY. Fir alle t € [a,b] gelte

1102 010 (C+ [ 0515106 ds)
fo(t) = q1(t) <C+ /at.QQ(S)fQ(S) d3> :

Dann ist f1(t) > fo(t) im Definitionsbereich.
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Beweis. Angenommen es existiere ein t € [a,b] mit fi(t) < fo(t). Dann ist ¢, :=
inf{t € [a,b]| f1(t) < f2(t)} € [a,b] und fi(to) = fa(ty). Wir setzen

S = t) - t
tem[%gl() trg[%c]gz()

und t; := min{t, + 1/(25), b}.
Fir t € [tg, tl] gllt

flt) = 1) < 010) [ a(5) (ols) = fils)) ds

< Sty — to| max]fQ(s) — fi(s) <

SE[to,tl

Und somit gilt fi(t) > fa(t) auf [to, 1] im Widerspruch zur Konstruktion von ¢,. 0O

SATZ 3.5.4. Sei G eine beschrinkte, offene Menge in R® mit der Standardme-
trik § = Geuw. Ferner sei u : G — R{ eine glatte Funktion mit ulye = 0 und
g = e*§ eine weitere Riemannsche Metrik. Wir definieren o = area(G,g), und
fiir die Gaufische Kriimmung K, beziiglich g sei

k(A) = sup{ K,
G.g

G offene Menge in G, area(é,g) = A} .

Es gebe weiter k € )0,2x[, C > 0, r € ]0,1] und py € 10, wol, so dafs

C-A" <k fir 0<A<
k(A)S{H fir  p <A < py.

Dann gilt

1
maxu < —
2

K K o
log (1 2~ 1 .
Og( 27T>‘+47T—21<L Og(\%m)

KOROLLAR 3.5.5. Sei G eine beschrinkte, offene Menge in R? mit der Standard-
metrik §. Ferner sei u : G — Ry eine glatte Funktion mit uly, = 0 und g = €*'g
eine weitere Riemannsche Metrik. Fiir ein p € |1,00] sei K = K;(G,g) < 2.
Dann haben wir die Abschdtzung

<thog(1-2) 4 K )
SRR T o )| T ar —aky TR

wobei q :=p/(p—1).



3.5. ABSCHATZUNG DER STRECKUNGSFUNKTION 47

KOROLLAR 3.5.6. Sei G eine offene Menge in T?, so daf alle Schleifen v : S* —
G in T? zusammenziehbar sind. Ferner sei § ein flache Metrik auf T? und g = €**§
eine weitere Riemannsche Metrik, wobei u : T> — R eine glatte Funktion mit u,, =
0 und ulg > 0 ist. Fir ein p € |1, 00] sei

K, = K,(T?, g) < 4r.

Dann haben wir die Abschditzung

K K
1 1——p>‘ —2L_ qlog(2
og( 47 - 87r—2/Cpq og(24),

1
max u(z) < 3
zeG 2

wobei ¢ == p/(p — 1).

Beweis von Satz 3.5.4. Sei v ein zunéchst ein reguldrer Wert von u. Wir definieren
G(v) :={x € G|u(zr) > v}, dies ist also die Menge aller Punkte, deren Wert grofier
als v ist. Den Flicheninhalt von G(v) beziiglich g bzw. § bezeichnen wir mit A(v)
bzw. A(v). Die Liinge des Randes dG(v) dementsprechend mit /(v) bzw. I(v). Als
Funktionen in v betrachtet sind A(v), A(v), I(v) und I(v) differenzierbar in allen
reguliren Werten v von u. Es gilt hiermit

e A(v) < A(v) < e?™axu 4(y) (3.5.1)
wd 7z, o d

e %AN(U) = %A(v) (3.5.2)

e’l(v) = 1(v) (3.5.3)

/G( Ky < K(A) (3.5.4)

Andererseits ist nach Gleichung (3.1.1)

K:/ A= — *du:/ dul;. 355
/G<v>,g " Jawye ! 9G(v) aG<v>,g| o (3:5.5)

Die letzte Gleichung folgt, da w immer in Richtung des Inneren steigt und somit
x du auf OG(v) immer negativ orientiert ist. Unter anderem sehen wir auch, dafl
fG(U)’g K, positiv ist fiir alle reguldren Werte v von u, die im Bild von u liegen.

Wir berechnen unter Verwendung von (3.5.4) und (3.5.5)

1 i(v)

>
dulg — Joc)g |dul;

d -
L -
dv (v) 0G(v),§

> l(v) (3.5.6)




48 KAPITEL 3. KONFORME STRUKTUREN AUF 2-TORI

fiir alle reguliren Werte v von u, die im Bild von u liegen. Nun benutzen wir die
isoperimetrische Ungleichung

I(v)” > 4w A(v) (3.5.7)
und erhalten somit d - A _
AW > g Aw) (3:5.8)

Sei up € [0, maxu[ so gewéhlt, daB A(ug) = po := ¥/r p11. Wir unterscheiden nun die
beiden Fille, dafy der regulire Wert v grofler oder kleiner gleich us ist.

Sei zunéchst v > uy. In diesem Fall erhalten wir aus (3.5.1),(3.5.2),(3.5.8) und der
gegebenen Schranke an k(A) die Abschitzung

d 47
E— | > 2(v—maxu)A
AW = e (v)
und somit | 4 A
T
_ - s 20 2(v—maxu).
rdvA(v) ="

Die Menge der singuldren Werte der Funktion u ist nach dem Lemma von Sard
[Mi65, § 2] eine Nullmenge. Da diese Menge zudem abgeschlossen ist, erlaubt uns
Lemma 3.5.2 nun, diese Gleichung von uy bis maxu zu integrieren. Wir verwenden
auflerdem A(maxwu) = 0 und erhalten

%A(Ug)r > %ﬁ o~ 2maxu (62maxu . 62U2) — %ﬁ (1 _ eZ(uzfmaxu)) _

Dies ergibt wegen A(ug) = s = /r py und Cpy" < K

1— 62(m—maxu) < QA(UQ)T < ﬁ
- 2mr - 27
und somit

(maxu) — uy <

log <1 - ﬁ) ‘ (3.5.9)

1
2 2T

Nun betrachten wir den Fall v < uy. Aus Abschitzung (3.5.9) wissen wir, daf}

A(Ug) 2 6—2maqu(u2) — 6—2ma,xuﬂ2 Z 6_2u2M3,

M3 = o 2
setzen. Wir erhalten

- U2 _ d
A(v) > /U e 2 (—%A(@)> dv + e 2" pg.

wobel wir
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Uber die singuldren Werte & kann hiniiber integriert werden, da eine monoton fal-
lende Funktion A : [a,b] — R fast iiberall differenzierbar ist und h(a) — h(b) >
Jo—n'(t) dt erfiillt.

Ungleichung (3.5.8) ergibt dann

d 4 vz, d
——A(v) > —e% / 20— —A(D U —2uz .
dv (U)_/-ce (v ¢ (d@ (v))dv—i—e H3

Sei nun f die Losung der zu dieser Integral-Ungleichung geh6renden Integral-Glei-
chung, d.h.

Am o

floy="Ze (

K

/ Y f(0)dv + 62“2u3> :

v

Differentiation hiervon ergibt die Differential-Gleichung

d A

il -9 _

Tty = 240) - Ty
mit Startwert f(ug) = (47/k)us. Wir erhalten die Losung

Fo) = 2T iy eliE-2) )
K

Nach Lemma 3.5.3 wissen wir nun, dafl

d 4 2T —2)(ua—v
—AW) = ) = ?me(i 2) (uz )

und Integration von 0 bis uy liefert mit Lemma 3.5.2 und A(0) = pug

1
Ho — 2 = {43 <1 — i) (e(%_Q)“Z — 1) )
2T
Also

Uy <

AT — 2K 2m 3

_ K log Ho
47t — 2K N

Dies ergibt zusammen mit (3.5.9) die Abschétzung des Satzes. O
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Beweis von Korollar 3.5.5. Es gilt fiir beliebige offene Teilmengen GcdaG

~

- Ky < HK; L'(G,g)

G,g

Y area(G, g) Va
+ 1 q + ? i
< HK!J HLp(@,g) area(G, g) " < K, (area(G,g)> '

Somit kdnnen wir Satz 3.5.4 anwenden mit k = K, r = 1/q, C = K area(G, g)~/e
und g = py = area(G, g) und erhalten direkt die Formel des Korollars. O

Beweis von Korollar 3.5.6. Aufgrund des Satzes von Gauf}-Bonnet gilt

K / K ‘
/G’,g I T2-G,g g

fiir beliebige offene Teilmengen G CG. Deswegen ist

K
Jru o

Andererseits ist fiir area(G, g) < 2 %rea(T?, g) die Abschiitzung
K
5

Da alle Schleifen v : S — G in T? zusammenziehbar sind, kann man die Menge G
auf R? liften.

Wir kénnen deshalb Satz 3.5.4 mit x := (1/2) K,, 7 := 1/q, C := K, area(T?, g) /4,
o = area(G, g) < area(T?, g) und p; := min{ug, 2 %area(T?, g)} anwenden. Dann
gilt po/p1 < 2%, Also

1 1
< = K, < =K,.
_2T2,g| g|—2 P

-~

area(G, g) Ve
area(T?, g)

< 1Kl a00() < K

besser.

20 < log(2q). 0

N

log

Bemerkung. Diese Abschéitzung von ‘fagKg‘ kénnen wir etwas verbessern. Wir

setzen a := area(G, g)'/% und b := area(T? — G, g)'/% und schitzen ab:

b
K| < /A K, + / K
/G:g g G:g g T27Gag g

ab
_ <
“a+b
Dies fiihrt zu einer verbesserten Abschéitzung von k(A(v)).

= a+b ||Kg||Lp(§),g

a+b

Mochte man zu einem konkret gegebenen Torus eine verbesserte Abschéitzung von
max u in Korollar 3.5.6 erhalten, so kann man diese verbesserte Abschéitzung von
k(A(v)) direkt in Ungleichung (3.5.8) einsetzen und die Abschitzung von maxu
durch numerisches Auswerten der so erhaltenen Differential-Ungleichung verbessern.
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SATZ 3.5.7. Sei G eine beschrinkte, offene Menge in R? mit der flachen Standard-
metrik § = Geu- Ferner sei u : G — Ry eine glatte Funktion mit u|y,, = 0. Wir
setzen g := e*q. Fiir ein p € |1,00] sei ¢ :==p/(p — 1). Dann gilt

qK, (G,9)

miny > —————=
47

Beweis von Satz 3.5.7. Diesmal definieren wir x := K (G, g) und G(v) == {z €

G | u(z) < v}. Wie im Beweis von Satz 3.5.4 seien A(v) und [(v) bzw. A(v) und I(v)
der Flicheninhalt von G(v) und die Linge von 0G(v) beziiglich der Metrik g bzw.
g. Auch hier gelten (3.5.2), (3.5.3) und (3.5.7). Hingegen miissen wir (3.5.1) und
(3.5.5) modifizieren:

e A(v) > A(v) (3.5.10)

K, = —/ duls.
/G(v>,g I aG(v)g' s

Auflerdem bekommen wir

bo)=—[ Ky <|K,| (G010 = (A2)
V) 1= — area v =K | —=
g ¢ = 19 lirGw)g 9 A(0)

Dann erhalten wir auch ein Analogon zu Ungleichung (3.5.8), allerdings mit anderem
Vorzeichen:

—A(v) > ——A(v). (3.5.11)

Schliefflich bekommen wir analog zu (3.5.6)

4 i) > [(Z)Q (jEOD/

Mit (3.5.2), (3.5.7) und (3.5.10) ergibt sich hieraus

d A A(0)) '/
%A(v) > ?A(v) (A(v)) :

Wir benutzen wieder Lemma 3.5.2 und das Lemma von Sard, um diese Gleichung
von minu bis 0 zu integrieren, und erhalten

. Am .
q (A(O)l/q — A(min u)l/q) > ?A(O)l/q |min u|,

und da wiederum A(minwu) = 0, impliziert dies

. qr
< —. O
|min u| < ym
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LEMMA 3.5.8. Sei G eine offene Menge in (T?, g) mit glattem Rand. Wir nehmen
an, daf es geschlossene Kurven c¢; : [0,1] — G und ¢y : [0,1] — T? — G gibt, die als
Kurven auf T? betrachtet nicht null-homolog sind. Dann gilt

Linge, (0G) > 2sys, (']I‘Q,g).

Beweis von Lemma 3.5.8. Fassen wir GG als 2-Zykel auf. so ergibt sich unmit-
telbar, dal der Rand G von G null-homolog ist. Wir zerlegen nun OG in seine
Zusammenhangskomponenten X, ..., X}, wobei jedes X; diffeomorph zu S* ist.

Wir werden zeigen, daf} nicht alle X; null-homolog sind. Da aber 0G null-homolog
ist, gibt es mindestens zwei nicht null-homologe X;. Fiir jedes nicht null-homologe
X; ist aber Lénge, (X;) > sys;(T?, ¢) und deswegen

Léinge,(0G) > Y Linge, (X;) > 2sys1(T2,g).

Angenommen alle X; seien null-homolog. Sei 7 : R — T? die universelle Uberlage-
rung. Dann schreiben wir
™ 1(0G) = | JY;
ieN

als disjunkte Vereinigung von abziihlbar vielen S'. Wir withlen nun Lifte ¢; : R — R?
von ¢;, d.h. 7w (&(t+ 2)) = ¢;(t) fiir alle t € [0,1], 2 € Z und i = 1,2 und wihlen
einen Weg 7 : [0,1] — R?, der ¢;(0) mit ¢3(0) verbindet. Dann definieren wir I als die
Menge aller 4, fiir die Y; die Spur von * trifft. Da I endlich ist, erhalten wir induktiv
mit Hilfe des Jordan-Schoenfliesschen Kurvensatzes ein Kompaktum K C R? mit
Rand U;c; Yi. Man iiberlegt sich nun leicht, daf entweder ¢ (0) oder é(0) im Innern
von K liegt.

Mit ¢;(0) liegt aber ganz ¢;(R) im Innern des Kompaktums K. Nun ist aber ¢;(R) =
71 (¢;([0,1])) abgeschlossen und somit kompakt, was wiederum bedeutet, da8 ¢; im
Widerspruch zu unserer Annahme null-homolog ist. O

SATZ 3.5.9. Der 2-Torus T? trage eine Riemannsche Metrik g = e?"g mit g flach.
Fiir alle reguliren Werte v € R von u sei l(v) bzw. [(v) die Linge der Héhenlinie
{z € T?|u(x) = v} beziglich g bzw. §.

(1) Gilt fir alle requliren v € [vy,vy] die Abschitzung lN(v) > Lo > 0, so folgt

,Cl (T27 g) a‘rea‘(T27 g)
21>

vy — v <
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(2) Gilt fir alle requliren v € [vy,vy] die Abschitzung l(v) > Ly > 0, so folgt

ICl (T27 g) area(T27 g)
21>

vy — v <

Zusammen mit Lemma 3.5.8 folgt daraus sofort:

KOROLLAR 3.5.10. Der 2-Torus T? trage eine Riemannsche Metrik g = e*g mit
g flach. Ferner seien nicht null-homologe geschlossene Wege ¢; : St — T? gegeben.
Wir setzen

vy :=maxuoc(t) und vy :=minu o cy(t).

teSt teSt
Dann gilt
2 ~
(1) vy — v < KalT ,89)1’(9),
2
(2) Vo — Uy S ’Cl(T 789) V(g)

Beweis von Satz 3.5.9. Wir setzen K; := K;(T?, g). Sei v € vy, vo[ ein reguliirer
Wert von u. Wie in den vorigen Sétzen sei G(v) := {z € T?|u(z) < v}, A(v)
der Flicheninhalt von G(v) beziiglich g und I(v) die Lénge von 0G(v) beziiglich g.
Auflerdem gilt analog zu (3.5.5)

/ K, = —/ K, = *du
G(v),g T2—G(v),g9 0G(v)

und somit
1 K
/ |dul; :/ |dul, :/ xdu < — |K,| < =1
0G(v),§ G (v),9 dG(v) 2 Jr24 2

Wir erhalten nun

d -~
i - |
dv (v) 0G(v),§

Mit Lemma 3.5.2 erhalten wir somit

dulg ~ focw)g |duls Ky

T 2
area(T2, §) > A(vs) — A(vy) > 2 %0 (vs — v1),
1

also die Behauptung (1).
Analog zeigen wir Behauptung (2):

d
) :/
dv (U) 0G(v),g9
2

area(T2, g) > A(vs) — A(vy) > 2 %0 (vs — 11). 0
1

1 l(U)2 L02
2 2 2 VW~
du|g faG(v),g |du|g Ky
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Alternativ konnten wir in Korollar 3.5.10 auch Behauptung (2) aus Behauptung (1)
mit der spiter bewiesenen Proposition 3.7.2 herleiten.

Beweis von Theorem 3.5.1. Wir setzen wieder G(v) := {x € T? | u(z) > v}. Sei
nun vy das Supremum aller v € R, fiir die es einen geschlossenen Weg ¢, : St —
G(v) gibt, der in T2 nicht null-homolog ist. Analog definieren wir G(v) := {z €
T? |u(x) < v}, und sei v; das Infimum aller v € R, fiir die es einen geschlossenen
Weg ¢, : S* — G(v) gibt, der in T? nicht null-homolog ist.

Fiir jedes ¢ > 0 nehmen wir nun derartige ¢; . und cs, mit vy, := max(u o ¢;.) <
vy +e und ve, :=min(uocy.) > vy —e. Wir wenden Korollar 3.5.10 an und erhalten
im Limes ¢ — 0

K:I(TQJ g) V(g)

vy — v < 3

Nun wenden wir Korollar 3.5.6 fiir G := G(v), v := vy + € an, wobei wir u durch
u — v ersetzen. Wir erhalten im Limes ¢ — 0

1 K K
—uy < —|l 1- —p>‘ —2P _ qlog(2 5.1
(maxu) — vy < 5 og( i + 87r—2/Cpq 0g(2q), (3.5.13)
wobei ¢ :=p/(p —1).
Analog bekommen wir aus Satz 3.5.7
v — (minw) < W. (3.5.14)
s

Addition der Ungleichungen (3.5.12), (3.5.13) und (3.5.14) ergibt schlielich die Be-
hauptung (1).

Behauptung (2) zeigt man vollig analog oder mit Proposition 3.7.2. O

3.6 Flicheninhalt und Durchmesser

Dieser Abschnitt enthilt einige Abschétzungen, die sich aus unseren Methoden aus
Abschnitt 3.5 ergeben. Sie sind eigenstidndige Ergebnisse, d.h. wir werden sie in
den néchsten Kapiteln nicht bendétigen. Theorem 3.6.1 geht zwar in den Beweis
von Theorem 3.7.7 ein, die nachfolgenden Kapitel sind aber so formuliert, daf} sie
ohne Theorem 3.7.7 auskommen. Leser, die nur an den Spektralabschéitzungen und
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den Anwendungen auf die Willmore-Vermutung interessiert sind, kénnen also diesen
Abschnitt iiberspringen.

Zu Beginn wollen wir einige bereits bekannte isoperimetrische Ungleichungen mit
den Methoden dieser Arbeit beweisen. Dieser Teil steht in enger Beziehung zu Top-
pings Abschitzungen aus [To97] und [To97a]. Anschliefiend soll eine Abschétzung des
Flicheninhalts nach unten hergeleitet werden. Danach zeigen wir eine Abschétzung
des Durchmessers. Die Abschéitzungen des Fldcheninhalts und des Durchmessers
ergeben schlief8lich Korollar 3.6.8. Dieses Korollar gibt eine Schranke an den Durch-
messer eines Riemannschen 2-Torus.

Definition. Eine isoperimetrische flache Fldche sei eine flache, kompakte und zu-
sammenhéngende Riemannsche 2-Mannigfaltigkeit (G, g) mit Rand, so daf jede of-
fene Teilmenge G' C G die isoperimetrische Ungleichung

drarea(QG) < Langeg(aé)

erfiillt.

Ist G' ein beschriinktes Gebiet in R? und ¢ die euklidische Standardmetrik auf R?,
dann ist (G, g) eine isoperimetrische flache Fliche. Fiir jede flache Metrik ¢ auf der
abgeschlossenen Kreisscheibe D ist (D, §) eine isoperimetrische flache Fliche. Die

Ungleichungen des letzten Abschnitts gelten sinngeméf fiir alle isoperimetrischen
flachen Flichen (G, g).

Die glatte Funktion u : G — R erfiille nun die Randbedingung u|;, = 0. Je nach

Resultat werden wir oft zusdtzlich u > 0 oder u < 0 fordern. Ferner sei g := e,
A :=area((, g) und A := area(G, 7).

Um die Abschétzungen des Flicheninhalts formulieren zu kénnen, definieren wir
zunichst die K,-Funktion. Sei K die Gauflsche Kriimmung beziiglich g. Dann ist
K, definiert als die eindeutig bestimmte monoton fallende Funktion K, : )0, A[— R
mit der Figenschaft

area({p eG | K(p) > S},g) =sup{a €]0,A[ | K.(a) > s}
fiir alle s € R. Man sieht sofort

K.(a) =sup {5 ‘ area({p €eG | K(p) > 5},g) > a}

= sup minK(p) = inf maxK(p).
Gca  peEG e  peG

area(G)=a area(G)=A—a

AuBlerdem definieren wir K := max{K,, 0} und K, := min{K,, 0} <O0.
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THEOREM 3.6.1. Sei u: G — RY eine glatte Funktion auf der isoperimetrischen
flachen Fliche (G,§) mit u|ye = 0. Wir setzen g = e*§. Wie oben definieren
wir K,. Dann erfillen die Flicheninhalte A := area(G,g) und A := area(G, §) die
folgende Ungleichung:

A .
2mA — / (A—a)K,.(a)da < 2mA.
0

Beweis. Da die Morse-Funktionen dicht in der C?-Topologie liegen [Hir76, Theo-
rem 6.1.2], kénnen wir o.B.d. A. annehmen, dafl u eine Morse-Funktion ist. Wir
definieren wieder wie im Beweis von Satz 3.5.4: G(v) := {x € Glu(z) > v},
A(v) := vol(G(v), g), A(v) := vol(G(v), §) und

k(A) = sup{ K,
Gyg

G offene Menge in G, area(é,g) = A} .

= /OA\K*(G) da.

Da u auf G verschwindet und gradu dort nach innen gerichtet ist, wissen wir
aufgrund von Gleichung (3.5.5), dal 0 < k(A) < k(A) fiir alle A € [0, A] gilt.
Deswegen schreibt sich die Ungleichung (3.5.8) auch als

d

<—%ﬁ(v)> /OA(U) K.(a)da > 47r/~1(v)

fiir alle reguliiren Werte v von w. Wir multiplizieren die Ungleichung mit e? und
wenden Gleichung (3.5.2) an:

_d% /OA(”) (A(v) - a) K.(a)da > 2n % (A()e® — A@w)).

Diese Gleichung wollen wir von v = 0 bis v = maxu integrieren. Nun haben wir
angenommen, dafl v eine Morse-Funktion ist. Wir schneiden kleine £-Bélle um die
endlich vielen singuliren v aus dem Integrationsbereich heraus. Die Anderung des
Integralwerts wird klein fiir ¢ — 0. Wir konnen also formal integrieren, ohne auf die
Singularitdten achten zu miissen, und erhalten

/ " (400) = ) Ku(a) da > 20 4(0) — 27 (0).

Da nach unserer Annahme u eine Morse-Funktion ist, gilt A(0) = A und A(0) = A.
O



3.6. FLACHENINHALT UND DURCHMESSER 57

Fiir den Fall, dafl G hom6omorph zu einer Kreisscheibe ist und einen glatten Rand
besitzt, erhalten wir aus Theorem 3.6.1 ein wichtiges Korollar (Korollar 3.6.2), fiir
dessen Formulierung wir zunéichst eine Definition benétigen. Ist ¢ eine Riemann-
sche Metrik auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D, dann gibt es nach [GiT77,
Theorem 6.8] eine Funktion v : D — R mit Aju = K, und u|,, = 0. Nach Glei-
chung (3.1.1) ist g := e ?“g flach. Man iiberlegt sich leicht, daf§ die Fliche (D, g)
die folgende Charakterisierung hat: Ist F': (D, g) — (M, gas) ein konformer Diffeo-
morphismus auf eine berandete, flache Riemannsche Fliche (M, gjs) und ist F|,,
eine Isometrie, dann ist F : (D, g) — (M, gar) eine Isometrie.

Definition. Den Flicheninhalt area(D,g) := area(D, g) nennen wir den ebenen
Flicheninhalt von (D, g).

KOROLLAR 3.6.2. Jede Metrik g auf D erfiillt:
2mA — / —a) K} (a)da < 27 A,

wobei A = area(D, g), A := area(D, g) und K die oben definierte K -Funktion
15t.

Beweis. Sei G das Innere von {p € D | u(p) > 0}. Wir wenden auf G das voran-
gehende Theorem an. Nach Abschwichung der Ungleichung von K, auf K konnen
wir auch den Flécheninhalt von {p € D | u(p) < 0} hinzufiigen. O

Nach der isoperimetrischen Ungleichung fiir einfach zusammenhéngende flache Fla-
chen erhalten wir
4 area(D, g) < Langeg(aD)2.

Somit ergibt sich eine abgeschwéchte Form der isoperimetrischen Ungleichung von
Topping:

KOROLLAR 3.6.3 (Topping [To97, To97a]). Es sei g eine Riemannsche Metrik
auf der Kreisscheibe D. Wir setzen A := area(D, g) und L := Linge (0G). Die K.-
Funktion sei wie oben definiert. Dann haben wir

A
47TA§L2+2/ (A —a) K (a)da.
0

Toppings isoperimetrische Ungleichung enthilt K, anstelle von K. Der hier vor-
gestellte Beweis des obigen Korollars war auch schon Topping bekannt und wurde
in einer Fufinote von [To97] erwéhnt, aber nie genauer ausformuliert, da [To97a]
bessere Ergebnisse liefert. Topping folgerte aus seiner Abschitzung einige klassi-
sche Abschitzungen. Wir erhalten teilweise abgeschwichte Versionen. Weitergehen-
de Informationen zu isoperimetrischen Ungleichungen dieser Art findet man auch in
[Ban80], [Os78] und [BuZ88, 1 § 2.2.3].
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KOROLLAR 3.6.4. Sei g eine Riemannsche Metrik auf der abgeschlossenen Kreis-
scheibe D. Wir setzen A := area(D, g) und L := Linge,(0D). Dann gilt:

(1) (Alexandrov, schwache Version) Fiir alle K, € R gilt

ATA < L* + KoA” +2A | (K — Ko)™.
D,g

(2) (Fiala-Huber)

ATA < L?+2A K™.
D.g

(3) (Bol, schwache Version) Fiir K < K, € R gilt

4T A S L2 + AZK().

(4) (Bernstein-Schmidt, schwache Version) Fiir konstantes K € Rf gilt

ATA < L? + KA

Alle bisherigen Abschétzungen schitzen den Flidcheninhalt einer Fliche nach oben
ab. Im folgenden wollen wir aber auch einige Abschitzungen herleiten, die den
Flacheninhalt nach unten abschétzen. Hierbei wollen wir weitgehend analog zu obi-
gen Abschétzungen vorgehen. Da jedoch eine ,,Umkehrung®“ der isoperimetrischen
Ungleichung nicht einmal fiir flache Flichen existiert, ist es nicht moglich, den
Fldcheninhalt durch die Linge des Randes und eine Gauflsche Kriimmungsgrofie
abzuschitzen. Ersetzen wir jedoch wieder die Linge des Randes durch den ebenen
Fldcheninhalt, so bekommen wir Abschéitzungen.

THEOREM 3.6.5. Set u: G — R, eine glatte Funktion auf der isoperimetrischen
flachen Fliche (G, g) mit u|ye = 0. Wir setzen g := e*g. Wie oben definieren
wir K,. Dann erfillen die Flicheninhalte A == area(G,g) und A := area(G,§) die
folgende Ungleichung:

- A
oA > A + / a K.(a) da.
0

Beweis. Wir definieren nun G(v), A(v), A(v) und k(v) genauso wie im Beweis von
Satz 3.5.7. Sei wieder u 0.B.d. A. eine Morse-Funktion. Diesmal gilt fiir reguléren

Werte v von u
A(v)
0 <k <-— K.(A - a)da.
0

Deswegen ergibt Ungleichung (3.5.11)

_ (%A(@) /OA(U) K.(A—a)da> 47 A(v).
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Wir multiplizieren wieder mit e** und wenden Gleichung (3.5.2) an:

d

L (40) = a) KA = a)da> 2 L (A0 - AW).

Diesmal integrieren wir von minwu bis 0 und erhalten
A -
—/ (A—a)K.,(A—a)da>2rA—2TA,
0

was wiederum die Behauptung ergibt. O

KOROLLAR 3.6.6. Jede Metrik g auf D erfillt:
_ A
oA > A + / o K- (a) da,
0

wobei A = area(D, g), A := area(D, g) und K die oben definierte K- -Funktion
1St.

Beweis. Sei G das Innere von {p € D | u(p) < 0}. Wir wenden hierauf das
vorangehende Theorem an. Nach Abschwéichung der Ungleichung von K, auf K_
konnen wir auch den Flidcheninhalt von {p € D | u(p) > 0} hinzufiigen. O

Wir wollen uns nun der Durchmesser-Abschétzung zuwenden.

Definition. Ist G eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g), so kénnen wir darauf auf natiirliche Art und Weise zwei verschiedene Di-
stanzfunktionen auf G definieren. Die intrinsische Distanz der Punkte x und y aus
G ist das Infimum der Léngen aller Wege ¢ : [0,1] — G von z nach y. Die eztrin-
sische Distanz der Punkte x und y aus G ist das Infimum der Léingen aller Wege
c¢:[0,1] = M von z nach y. Der intrinsische Durchmesser diam(G, g) ist das Supre-
mum der intrinsischen Distanz iiber aller x und y, und der extrinsische Durchmesser
diam(G, M, g) das Supremum der extrinsischen Distanz.

SATZ 3.6.7. Sei (G, §) eine beschrinkte offene Teilmenge in R? und sei § = Geun
die euklidische Standardmetrik. Ferner sei u : G — R eine glatte Funktion mit
U|ye = 0 und g = €*"qg eine weitere Riemannsche Metrik. Fir die Gaufsche Kriim-
mung K, beziiglich g gelte

k= [ K dvol, < 2.
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(1) Ist G zusammenhdingend, dann gilt:

diam(G, g) 2 e\

< — .

— diam(G,g) 27r—/<;<4 Ve

(2) Wenn wir g so auf R? fortsetzen, daff g(v,v) < g(v,v) fiir jedes v € T,R*, x ¢
G, dann gilt die Abschdtzung

diam(G,R?, g) 27 e\
< — .
dam(GR2,g) ~ 2r—n\a ) ° Ve

Bemerkung. Eine Durchmesserabschéitzung auf Fldchen mit Hilfe anderer Daten
findet man in [BuZ88, 1 § 4.5.2]. Dort wird jedoch kein Vergleich mit der zugeord-
neten ebenen Fliche gemacht.

Beweis. Sei M = G oder M = R*. Sei wieder G(v) := {z € Glu(z) > v},
A(v) = area(G(v), g), A(v) = area(G(v), 9).
Es gilt analog zu Ungleichung (3.5.8) in allen reguléren Werten v von u

d -~ A

K

A(v),
und Integration liefert mit Hilfe von Lemma 3.5.2 wiederum fiir alle v € [0, max u]
- ~ 4
—log A(v) + log A(0) > —w. (3.6.1)
K

Durch Integrieren von Ungleichung (3.5.6) erhalten wir dann

%/yma’(“ I(w) dw < A(v) < e 7 A(0). (3.6.2)

Wir definieren nun fiir eine beschrinkte offene Teilmenge A C M die minimale
Randlénge

MRL(A) := inf{ Linge,(0B) | A C B C M, 0B rektifizierbar {.
g

Dann gilt fiir v’ :== v + £
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Nun sei ¢ : [a,b] — M eine nach Bogenlinge parametrisierte kiirzeste Verbindung
in M beziiglich g. Es gilt
MRL(G(v)) > MRL(G(v') Nbild c) = 2 Liinge, (G(v') N bild c).
Deswegen ist die Lénge des Teils von ¢, der in G(v') verlduft, durch
ey m —e WY \/meA(0)
beschrinkt, sofern v > k/(4).
Fiir W > /e ist somit das Maf} der Menge
m(W) == {t € [a, b] ‘ exp(uoc(t)) > W}

kleiner oder gleich

™

TeA(0) W,

Fiir alle W > 0 wird das Ma8l von m(W) natiirlich durch Lénge;(c) beschrinkt. Die
Lange von ¢ beziiglich g berechnet sich nun als

Linge,(c) = /ab exp(uoc(t))dt

= /OO Mafl von m(W) dW
0

< /\;O min {Léingeg(c), \/meA(0) W_ZT’T} dW + /e Lénge;(c)

Wir definieren nun W; durch

~ 27

Linge;(c) = \/meA(0) Wy ™~
und berechnen weiter:

Linge,(c) < /OOO min {Léingeg(c), \/meA(0) W_ZT’T} dW + /e Lénge;(c)
= W, Linge;(c) + 1/meA(0) /v:: W= dW + Ve Linge;(c)
= Wy Léange;(c) + \/meA(0) 27TK_ - Wol % + Ve Linge;(c)
— (7refi(0))ﬁ Léngeg(c)l_% + Ve Linge;(c).

2T — K

Die isodiametrische Ungleichung besagt, daf§ 4 area < mdiam? fiir ein beschriinktes
Gebiet in R?. Diese Ungleichung wird z. B. in [Sch93, (6.2.6)] fiir konvexe Gebiete
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gezeigt. Mit Hilfe des konvexen Abschlusses sieht man dann aber, dafl die Aussage
fiir beliebige beschréinkte offene Mengen folgt. Sie gilt sowohl fiir den intrinsischen,
als auch den extrinsischen Durchmesser. Wir haben also 44(0) < « diam?(G, M, j).
Damit erhalten wir

. 2 . 11— e\ A .
Linge,(c) < ST Lange;(c) 2~ (T) diam(G, M, ) + /e Linge;(c)
(3.6.3)
und somit
. 2T w2e i . -
diam(G, M, g) < 5 - Ve | diam(G, M, g). O
T—K

Man beachte, da§ Gleichung (3.6.3) auch fiir beliebige absolut minimierende Kurven
¢ : la,b] — M gilt und nicht nur fiir Kurven, die den Durchmesser realisieren. Wir
konnen Gleichung (3.6.3) auch in einer anderen Situation einsetzen und erhalten
somit aus dem obigen Beweis ein Korollar.

KOROLLAR 3.6.8. FEs gibt eine Funktion Sy : [0,47n[ xRt — R, so daff jede
Metrik g auf T? mit Totalkrimmung Ky := [2 |K,| dvol, < 47 erfiillt:
diam*(T2, g)

area(T?, g) < S (’Cl’ ]N}(g)) <5, (’Cla V(g)).

Beispiel 1. Fiir die Kegelmetrik gg ms mit 3 > 0 erhalten wir eine Schranke an
den Durchmesser:

diam? (TQ, gR,Hﬁ)
area (']1‘2, gR,H,g)

<S8 (47T(1 — sin 3), 1).

Beispiel 2. Fiir die Pinocchio-Metriken gg g ist Ky = 4m. Die Voraussetzun-
gen des Korollars sind also nicht erfiillt. Man sieht auch leicht, daf§ der Durch-
messer diam(T?, gg o) grofer als H ist. Wir withlen nun R = R(H) so, daf
area(T?, gr(m),m,0) konstant in H ist. Dann gilt

diam®(T2, gr(my.zr0)
area(T?, gr(m),m,0)

— OQ.

Deswegen ist die Voraussetzung K; < 47 im Korollar notwendig.

Beweis von Korollar 3.6.8. Wir definieren v; und v, wie im Beweis von Theo-
rem 3.5.1. Wir wissen, daB [(vy) > 2sys, (T?, ). Leider kénnen wir aber [(vq) nicht
geeignet nach oben abschétzen. Wir definieren deswegen

U9 := inf {v > Vg ‘ [(v) < 8yS (']1‘2,9)} .
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Somit ist [(02) mindestens um den Faktor 2 kleiner als I(vs).

Wir kénnen nun G(0) so auf R? liften, da$ fiir dessen Lift G' gilt
diam (G, R?, ) < 3 diam (G (tz), T%, ) + 2 diam(T?, §) < 5 diam(T?, g)
Aus Ungleichung (3.6.3) folgt dann

K1

diam(T?, g) < diam(T?, §) e

100 7 (71'26

pr—s T) e

Auf die offene Menge {u < v} := {z € T? |u(z) < v,}, versehen mit der Metrik g,
wenden wir nun Theorem 3.6.5 an. Das zugehorige Integral iiber die K,-Funktion
wollen wir so abschitzen:

/area({u<v1},g)

aK.(a)

< area({u <t g ‘/ Kg dvol,

0 {u<vi}

1

5 Ky area({u <}, g)
Hieraus folgt

(47 + Ky) area({u <}, g) > Ar area({u <}, §) e
und somit
(4 + Ky) area(TQ, g) > A area(']l‘ ,g) 2v1,
Wir wenden Satz 3.5.9 (1) an mit Lo = sys, (T2, §) und erhalten
2(@2 — Ul) S ’C1V(§)

Es gilt somit

diam*(T?,g) _ diam*(T?, ) )
area(']I‘Q,g) o area(']I‘Q, g) eXp(IC1V(g)) f(ICI)J

wobei )

47T+’C1
A

K

100 20\ &
()

f(Kl) = 47T - ICl

Auf dem flachen Torus kénnen wir den Durchmesser explizit abschéitzen:

area(T?, §)

1
T2 g) < 05(T?, §) < ——— 277 1 — T?
Sysl( 79) = 2( 7g) = Sysl(T2,§) + 9 Sysl( 79)
1 area(T?, g)
diam(T?, g) < = T 6(T%,§)) <2 ’
iam(T=, g) < 5 (sysl( ,g) + 0o )) <2 e (T2, )
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Also ergibt sich

< 4V(7) exp(K1V(9)) £ (K1)
< 4V(g) exp(KV(g)) £ (K1)

wobei wir bereits die Ungleichung V(g) < V(g) benutzt haben, die wir in Propositi-
on 3.7.2 zeigen werden. O

3.7 Abschatzung von V, VW, spin-V und spin-WV

In diesem Abschnitt wollen wir die GroBenpaare V(g) und V(g), W(g) und W(y),
spin-V(g, x) und spin-V(g, x), spin-W(g, x) und spin-W(g, x) gegenseitig abschit-
zen.

Die konforme Invariante V(g) ist unter anderem deswegen interessant, weil fiir das
konforme Volumen V.(n, T?, g) nach Li und Yau [LiY82] gilt:

272

V(g)

Ve(n,T?, g) >

Gleichzeitig zeigten Li und Yau, dafl das konforme Volumen eine untere Schranke an
das Willmore-Integral W (siehe Abschnitt 5.1) ist. Sie haben somit bewiesen, daf}
alle konform immersierten Tori (T2, ¢) mit V(g) < 1 die Willmore-Vermutung (siche
Abschnitt 5.1) erfiillen.

Wollen wir nun fiir einen gegebenen 2-Torus entscheiden, ob er zu dieser Klasse
gehort, dann benétigen wir eine Abschétzung von l?(g) In der vorliegenden Arbeit
ist es jedoch genauso wichtig, die anderen oben genannten konformen und spin-
konformen Invarianten abschitzen zu kénnen.

Die Abschiitzungen dieses Abschnitts vergleichen nun V(g) = V(§) mit V(g), ent-
sprechendes gilt fiir die anderen Invarianten.

Die bekannteste Abschétzung von V(g) ist wohl ein Satz von Loewner, der jedoch von

ihm selbst gar nicht verdffentlicht wurde. Literatur hierzu und zu dem verwandten
Satz von Pu findet man in [Gr81, 4.1], [Pu52], [Be70], [Be72] und [Be65].

THEOREM 3.7.1 (Loewner). Fir einen 2-Torus T? mit Metrik g gilt

V3

2

area(T?, g

) S
sys, (T2, g)> —

V(g) ==
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Und Gleichheit gilt genau dann, wenn g flach ist und (T2, g) der gleichseitige Torus
ist, d. h. er ist in der konformen Aquivalenzklasse des 2-Torus

R2
((1,0),(1/2,V3/2))

Der Beweis dieses Theorems ist recht kurz. Zunéchst iiberlegt man sich, daf} es fiir
flache Metriken gilt. Der allgemeine Fall folgt dann aus der Proposition:

PROPOSITION 3.7.2. Sei g = e?*§ eine Riemannsche Metrik auf T?, und sei §
flach. Fiir v € m(T?) setzen wir

L,(v) := min {Léingeg(c) ‘ c: S — T? reprisentiert v} :
analog fir L;(v). Dann gilt

Ly(v)® Ly (v)?
< —.
area(T?,g) — area(T?2, g)

Unter anderem haben wir

V(9) > V(9)

W(g) > W(9)
spin-Y(g, x) > spin-V(g, x)
spin-W(g, x) > spin-W(g, x)

fiir alle nicht-trivialen Spin-Homomorphismen x.

Beweis der Proposition. Sei0.B.d.A. g die Standardmetrik auf T? = R?/T" fiir
ein Gitter I'.

Es gilt zum einen
area(T?, g) = / e,
(T, 9) .

Sei nun ¢ ein Représentant minimaler Lénge beziiglich g von v. Da Verschiebungen
isometrisch beziiglich g sind, ist fiir alle z € T? die Linge der Kurve ¢, :=c¢(.) + =z
gleich £;(v), also

dx/ dt | ¢, = T2, §).
/T2 . |ée (¢ ( ) area(T~, g)
Andererseits gilt

dx Lan I——/ d/dt oo (T

z L& geg(c) o x . |éx(1)],

- T2§dl‘ S1 dteuocz(t) |C$(t)|§

T2’§

= L;(v) dx @)

2,3
< L;(v) area(T?, §)'/% area(T?, g) /2
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Es gibt also ein € T?, so da8

Lange, (c;) < L;(v)
area(T?, g)'/2 — area(T?, §)'/?’

Und daraus folgt die Behauptung der Proposition. O

Die Proposition liefert nun bereits Abschétzungen unserer (spin-)konformen Invari-
anten nach oben. Als Korollar aus der Proposition ergibt sich deshalb unmittelbar:

KOROLLAR 3.7.3 (Li-Yau[LiY82]). Fir alle immersierten Tori (T?,g) ist das
Willmore-Funktional grofier oder gleich

272
V(g)
Im Fall V(g) <1 gilt also die Willmore-Vermutung.

Eine Verallgemeinerung des Theorems von Loewner erzielte J. J. Hebda in [He91].

THEOREM 3.7.4 (Hebda). Sei g eine beliebige Metrik auf T und 0 < I; < ¢;(g)
fiirt=1,2,3. Dann gilt

darea®(T?, g) > 2 (13 + 713 + 1313) — (14 + 13 + 13)

und
1672
iy + iz +lols) — (IF + 15 +13)
In beiden Ungleichung gilt Gleichheit genau dann, wenn g flach ist und l; = ;(g)
firi=1,2,3.

A(g) < 5

Wir werden eine Umkehrung des Theorems von Hebda mit einem zusétzlichen Kriim-
mungsterm zeigen (Theorem 4.2.4).

Die Arbeit von Hebda [He91] enthilt leider einen kleinen Fehler im Beweis eines
Lemmas (Seite 102/103). Die Aussage des Lemmas bleibt jedoch dennoch richtig.
Wir beweisen nun eine geringfiigige Verallgemeinerung dieses Lemmas. Diese verall-
gemeinerte Version wird auch im Beweis von Theorem 4.2.4 benétigt.

LEMMA 3.7.5. Sei 0 < vy < vy < w3, 0 <wy <wy < ws unduv; <w;,i=1,2,3.
Wir definieren P(z,y,2) := 2 (vy + zz + yz) — (22 + y* + 2?). Dann gilt

P (v1,v9,v3) < P (wq, ws, min{ws, wy + wa}). (3.7.1)

Haben wir zusdtzlich ws < wy +wy, dann gilt Gleichheit in (3.7.1) genau dann, wenn
v, =w; furi=1,2,3.
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Bemerkung. Sind [y, [, und I3 die Seitenléingen eines Dreiecks in der Ebene und A
der Flacheninhalt dieses Dreiecks, so gilt

P(1,%,15%,15%) = 16 A”.

Diese Formel wurde frither Heron von Alexandrien (um 60 n. Chr.) zugeschrieben,
stammt aber von Archimedes [Wab6, Seite 378, 455]. Das Lemma besagt also an-
schaulich: sind die Seitenldngen eines Dreiecks /A\; ldnger als die Seitenléingen eines
Dreiecks Ay und hat A keinen stumpfen Innenwinkel, so ist der Fldcheninhalt von
Ay groBer als der von As.

Beweis des Lemmas. Wir setzen 93 := min{vs,v; + v5} und analog w3 :=
min{ws, w; + wy}.

P(v1,v9,v3) < P(vq,v9,03)
< P(min{w, i3}, min{w,, v}, #3)
< P(wl, min{wz, max{wy, 63}}, max{wy, 773})
< P(wl, wy, max{ws, 773})
< P(wy, wy, w3)

Die erste Ungleichung folgt aus der Tatsache, dal die Funktion z — P(x,y, z) ihr
absolutes Maximum in z = x + y annimmt.

Die zweite Ungleichung beruht darauf, dal (0P/0x) = —2x+2y+22 > 0 fiir z < z
und (0P/0y) =2z —2y + 2z > 0 fir y < 2.

Die dritte Ungleichung ist klar, falls w; < 03. Andernfalls gilt 03 < w; < wsy; die
dritte Ungleichung folgt dann aus (0P/0x)+ (0P/dy)+ (0P/0z) = 2(x+y+2z) > 0,
denn alle drei Eintrdge in P werden um w; — v3 vergrofiert.

Die vierte Ungleichung ist klar, falls wy, < max{wi, 73}; andernfalls folgt sie aus
(OP/dy) + (0P/dz) = 4x > 0.

Fiir die fiinfte Ungleichung unterscheide man zwei Fille. Falls ws > wy 4+ wy gilt,
kénnen wir wie bei der ersten Ungleichung schlieen. Ansonsten ergibt sich w; €
[max{wy, D3}, w; + wsy]. Auf diesem Intervall gilt aber (0P/dz) > 0. Somit folgt
Ungleichung (3.7.1).

Gilt Gleichheit in (3.7.1), dann gilt Gleichheit in allen fiinf obigen Ungleichungen.
Aus der ersten schlieflen wir 93 = w3, aus der zweiten bis vierten folgt wy = v; und
wy = ve, und aus der fiinften ergibt sich dann w3 = max{ws, v3} = v3. Wir haben
somit die Gleichheitsaussage gezeigt. O
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Fiir manche unserer Abschédtzungen in den Abschnitten 4.3 und 4.2 gehen die
Abschétzungen mit den Loewnerschen Methoden aber leider in die falsche Richtung.
Im folgenden wollen wir deswegen Abschitzungen in die andere Richtung herleiten.

Aufgrund der Ergebnisse des letzten Abschnittes gilt:
v(g) < v(g) 62(maxu7minu)

und analoge Aussagen fiir die anderen Invarianten. Deswegen folgt gleich aus Theo-
rem 3.5.1 bzw. seinem Korollar die

PROPOSITION 3.7.6. Fliir alle Metriken g und alle nicht-trivialen Spin-Homomor-
phismen x auf T? gilt

V(g) S 623(’Cpap,V(g)) V(g) S 628(}Cp,p, (9)) V(g)

W(g) < eXEer V@) W(g) < 25 V) W(g)
spin-V(g,x) < e25EepV@) gpin-Y(g,x) < e25FerV9)spin-V(g, x)
spin-W(g, x) < eXRepY@ spin-W(g, x) < 2500V spin-(g, x)

it 1 K K K Ky
q

S = Lo (1= )+ g+ 1 4

(Kp V)= g llog \1 = 40 )|+ gr —axg 110820 + 4 73

Diese Abschiatzung liefert genau dann Schranken, wenn IC; < 47. Wir wollen jetzt
eine andere Abschétzung zeigen. Unter anderem wird diese neue Abschitzung un-
abhingig von p und ¢ sein. Die einzige Kriimmungsgrdfle, die eingeht, ist die Total-
kriimmung ;.

THEOREM 3.7.7. Sei g eine Riemannsche Metrik auf dem Torus T?. Sei g flach
und konform dquivalent zu g. Wir nehmen an, daf fir die Totalkrimmung IC; gilt
Ky == [|K,|dvol, < 4. Dann gilt fir alle nicht-trivialen Spin-Homomorphismen x
und alle t €]0, 1]:

(1) Vi) V@ a-+02en (C12) 3.12)
(1= 2) v < v o-7esn (S0 (.73
(1= ) W) < Wi + 07 (32 (37.4)
(1) wia W - 0 2w (F10) (57.5)

<1 — f—) spin-V(g, x) < spin-V(§, x)(1 + )% exp <w> (3.7.6)
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(1 - %) spin-V(g, x) < spin-V(g, x)(1 — t) 2 exp (Kli;(g)> (3.7.7)
<1 — %) spin-W(g, x) < spin-W(§g, x)(1 + 2t)* exp (%@) (3.7.8)

(1 - %) spin-W(g, x) < spin-W(g, x)(1 —t) ?exp (IC?;(Q)) (3.7.9)

Ungleichung (3.7.2) dient dazu V(g) nach unten abzuschétzen, wohingegen Unglei-
chung (3.7.3) dazu dient, V(g) nach oben abzuschétzen. Analoges gilt natiirlich fiir
W, spin-V und spin-WV.

Beweis von Theorem 3.7.7. Wir definieren v;,v5, G(v) und G(v) wie im Be-
weis von Theorem 3.5.1. Ferner seien A(v) := area(G(v), g), A(v) := area(G(v), 9),
I(v) := Linge,(G(v)) und [(v) := Lénge;(0G (v)). Sei Ky := K1(T?, g). Nun defi-
nieren wir fiir ¢ €]0, 1[:

U4 = sup {v €] — oo, v;] reg. Wert von u ‘ Z(v) < 2t sys, (']1‘2,5)}

V14 1= sup {v €] — oo, v1] reg. Wert von u ‘ [(v) < 2tsys, (']I‘Q,g)}
Nach eventueller, geringfiigiger Anderung von ¢ kénnen wir annehmen, daf vy und

U1+ reguldre Werte von u sind.

Nun gilt nach Satz 3.5.9

- K1 V(g
(vg = T14) < 18T2(g) (3.7.10)
K,V
(03 — v14) < 18t2(g) (3.7.11)

Wir benutzen nun Satz 3.6.1 fiir G = G(vy). Den Integralterm schétzen wir ab

A(v2) A
/ (A(vg) - a) K.(a)da| < A(ve)  sup / K.(a)da
0 0<A<A(v2) |70
A
/ K.(a)da| < Ky
0 2
und erhalten
K
o001 5)
e A(vy) > A(vy) (1 y

Daraus folgt

e*2area(T?, §) > area(T?, g) (1 - &> , (3.7.12)
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Wir nutzen nun Proposition 3.2.6, um die Systolen abzuschéitzen. Hierzu nehmen
wir ein w € [vy,,v;] fiir das I[(w) = 2tsys, (T?, g). Wir konnen annehmen, daf w
ein reguliirer Wert ist. Sei A := G,,. Aufgrund der Wahl von w besteht das Bild
von 71 (A) — 7 (T?) nur aus dem Einselement. Die offene Menge A erfiillt somit die
Voraussetzungen von Proposition 3.2.6.

Wir haben also

6vl,t

6vl,t

6”1,1&

6”1,1&

(1—t) et
(1—1t) e
(1—1t) e
(1—2t) et

SySq (T2 ) g)

42 (T27 g)

spin-sys; (T?, g, x)
spin-(2(T?, g, x)

spin-sys, (T?, g, x)
Spin'EQ (T27 ga X)

VAN VAN VAN VAN VAN VAR VAN VAN

Sysl (T2 ) g)

42 (TQ ) g)

spin-sys; (T%, g, x)
Spin‘EQ (T27 g, X)
Sysl (T2 ) g)

42 (TQ ) g)

spin-sys, (T?, g, x)
spin-fo(T?, g, x).

Zusammen mit den Ungleichungen (3.7.11) und (3.7.12) folgen die zu beweisenden
Ungleichungen. Man beachte, dafl die Werte des Parameters ¢ in Ungleichung (3.7.9)
um den Faktor 2 reskaliert wurden.

O



Kapitel 4

Anwendungen auf das Spektrum
von 2-Tori

4.1 Spektrum flacher 2-Tori

Wir wollen in diesem Abschnitt zunéichst einige seit langem bekannten Tatsachen
iiber das Spektrum der flachen 2-Tori zusammenfassen und dann mit einigen Inva-
rianten dieser Arbeit in Verbindung bringen.

Da es klar ist, wie sich das Spektrum unter Reskalierung verhélt, beschrinken wir

uns auf den Fall, daf§
R2

wn{(y) (3))

die Metrik § trigt, die von der Standardmetrik geuq von R? induziert wird.

T =

Hierbei ist (z,y) ein Element des Modulraums M oder (bei Dirac-Operatoren und
nicht-trivialer Spin-Struktur) ein Element des Modulraums spin-M aus Lemma 3.3.1
bzw. 3.3.2.

Das duale Gitter I'* = H'(T?,R) wird von den Vektoren

. < ) ‘ (1 >
r)/ . x/y 7 . /y

f:T> = C f(2):=exp (27ri (", x)) yel*
ist eine Eigenfunktion des Laplace-Operators A auf komplexwertigen Funktionen

zum Eigenwert 472|y|%, wobei |.| die Standard-Norm auf R?* bezeichnet. Und die
Familie (f, |y € T'*) ist ein vollstdndiges System von Eigenfunktionen.

71
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Ahnlich ist die Situation fiir das Quadrat des Dirac-Operators, wenn die Spin-
Struktur trivial ist. Seien 1; und v parallele orthonormale Spinoren auf T?, dann
bilden (f,;|j =1,2;y € T'*) ein vollstdndiges System von Eigenfunktionen zu den
Eigenwerten 472 |y/|2.

Im Rest dieses Abschnitts trage der Torus die nicht-triviale Spin-Struktur, die durch
den Spin-Homomorphismus x mit

(1)

1
W= Nt e -I*
2 2
ist eine Realisierung als Differentialform (siehe Lemma-Definition 2.4.1). Seien
und v, eine Basis der parallelen Schnitte auf R? und punktweise orthogonal. Dann

definiert

beschrieben wird. Die 1-Form

U, = exp(27m' (v, x>) v, yeEl+w
einen Eigenspinor von D? : ¥T? — YT? zum Eigenwert 472|vy|*> und die Familie

(V4|7 =1,2;7 € I’ +w) ist ein vollstéindiges System von Eigenspinoren.

Um nun konkret den kleinsten Eigenwert des Dirac-Operators bei nicht-trivialer
Spin-Struktur angeben zu kénnen, brauchen wir noch einen Hilfssatz. Wenn (z,y) €
spin-M, so sieht man leicht, dafl y; und 7, die Voraussetzungen des Hilfssatzes
erfiillen.
HILFSSATZ 4.1.1. Die linear unabhdingigen Vektoren vi,v, € R? sollen die Bedin-
gung

0 < —(m,%) < [l < Il
erfillen. Dann gilt fir alle a,b € 7Z — {0}

a4+ bya| = |+ el
Aus der Gleichheit folgt |a| = |b| = 1.

Beweis. Sei |ay;+b72| < |714+72|- O.B.d.A. sind @ und b teilerfremd. Dann erhalten
wir

a®l71]? = 2ab| - (71,2} + 0% e? < |nl” = 2 1{n, v2)| + el

und somit

(a® + % = 2) |el* < (a® = 1) Im[* + (0° = 1) rel”

2(|abl — 1) [{y1,72)] < 2(Jabl — 1) 2]
Also gilt (|a| —10])* <0, d.h. |a| = |b], und da a und b als teilerfremd angenommen

wurden, erhalten wir |a| = |b| = 1. Weil auBBerdem |y; — 72| > |1 + 2] gilt, folgt der
Hilfssatz. O

<
<
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Wir erhalten also fiir den kleinsten Eigenwert A von D?

2| -z ’]
A=Ar’|lw|*=m [1—1-( y ) > 1 (4.1.1)

|

In Termen von spin-V := spin-V(g, x)=y und spin-W := spin-W(g, x)=y/(2? +
y?), bzw. in Termen von area := area(T?, )=y, spin-sys, := spin-sys, (7, x)=1 und
spin-fy := spin-lo(g, x)=+/x? + y? erhalten wir:

LEMMA 4.1.2. Sei g eine flache Metrik auf T? und x eine nicht-triviale Spin-
Struktur. Dann gilt fiir den kleinsten Figenwert X von D?

1 1 1
-2 -1
spin-V * spin-W \/spin—V spin-W }

Aarea = 7r2{

Aarea’ = 72 {spin—sysl2 + spin-fy* — 2\/spin—sy512spin—€22 — areaQ}

- 2
A > (7)
Spln-sys,;

4.2 Spektrum des Laplace-Operators

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse der Abschnitte 3.5 und 3.7 anwenden,
um eine Abschéitzung der Eigenwerte des Laplace-Operators A auf dem 2-Torus
herzuleiten. Wir werden die Satze dieses Abschnitts nur fiir den Laplace-Operator
auf Funktionen formulieren.

Da wir aber dann das Spektrum des Laplace-Operators auf Funktionen abschétzen
kénnen, haben wir auch Kontrolle iiber das Spektrum auf 2-Formen: Der Hodge-x*-
Operator ist ein Isomorphismus von den Funktionen auf die 2-Formen, der mit dem
Laplace-Operator kommutiert. Also ist das Spektrum auf den 2-Formen gleich dem
Spektrum auf den Funktionen.

Auch das &duflere Differential d und sein Adjungiertes d* kommutieren mit dem
Laplace-Operator und sind Isomorphismen vom orthogonalen Komplement ihres
Kerns auf ihr Bild. Abgesehen vom Eigenwert 0 ist also das Spektrum des Laplace-
Operators auf 1-Formen gleich dem Spektrum auf Funktionen, wobei die Multipli-
zitédten auf den 1-Formen doppelt so grofl wie die Multiplizitéiten auf den Funktionen
sind. Somit gelten die Abschitzungen dieses Abschnitts entsprechend auch auf 1-
und 2-Formen.

Der 2-Torus T? trage wieder eine Riemannsche Metrik g = ¢?“g mit g flach. Es gilt
nach [Be87, 1.159]
A, = BA,;.
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Aus dieser Formel erhalten wir den

HILFSSATZ 4.2.1. Sei M eine kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit zwezt
konformen Metriken g = €?“g und §. Die Eigenwerte des Laplace-Operators von g
bzw. g auf Funktionen seien 0 = g < Ay < Ag... bzw. 0 = Xy < Ay < Ay.... Dann
gilt

\; min e?* < \; < )\; max e Vi=1,2,....
meM meM

Beweis. Seien fj,..., f; Eigenfunktionen von A, zu den Eigenwerten Ao, ...,\;.
Sei U; der von fy, ..., fi erzeugte Unterraum von V := C'>(T%).

Wir schiitzen nun )\; durch den Rayleigh-Quotienten ab:
Y (Agfa f)g

A< max ————2

= reti-{0y (f,f);
Wir bekommen fiir Zahler und Nenner:

(Asf, £y = [(Asf)f dvoly = [(A,f)f dvol,
- (Agfaf)g S )\z(faf)g

(f:£)a = [ £Favoly = [ ffe dvol, > e=2m=u (),

Also erhalten wir insgesamt B
)\i S )\z 62maxu.

Die andere Ungleichung des Hilfssatzes geht vollig analog. O

Da wir nun u in Termen von K,(T?, g), p und V abschitzen konnen, bekommen
wir das folgende Theorem. Fiir den Rest der Arbeit definieren wir die Funktion
Q : 10,47 x]1,00] x Rt — R* durch

Q := exp(2S)

mit der in Theorem 3.5.1 definierten Funktion S, also

K

Q(K,p, V) :=exp [ |log (1 - E) |+ i 110s(24)
Lok KV
2m 4

mit ¢ :=p/(p — 1).
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THEOREM 4.2.2. Sei g = e**g eine Metrik auf dem 2-Torus T* mit § flach und
[ |Ky|dvol, < 4m. Die Eigenwerte X\; und X; des Laplace-Operators von g bzw. §
erfillen

Q (K,,p,V(9))™" Narea(T?, ) < \;area(T?, g) < Q (K,,p, V(g)) \; area(T?, j).
Hierbei ist p so klein gewdhlt, daf
_1
Ky = ||Kg||Lp(T2)’g area(T2,g)' ™7 < 4m.

Die analoge Aussage gilt in der Variante mit Q (IC,, p, V(9)).

Beweis. Es gilt natiirlich
e*Mintarea(T?, §) < area(T?, g) < e “area(T?, §).

Deswegen folgt dieses Theorem aus Theorem 3.5.1 und dem vorangestellten Hilfssatz.
O

KOROLLAR 4.2.3. Jede Metrik g = e**§ mit § flach auf dem 2-Torus T? erfillt
472 472
V(g) V(9)
sofern [ |K,4|dvol, < 4m. Hierbei ist p so klein gewdhlt, daff IC, < 4.

Q (K, p,V(g)) ' < A area(T?, g) < Q(K,,p, V(g))*.

Beweis. Wir nutzen zum einen die elementare Tatsache fiir flache 2-Tori
47?

V(g)

Zum andern liefern die Propositionen 3.7.2 und 3.7.6

V(9) <V(g) < Q(Kp,p,V(9)) V(9)-
Dann ergibt sich mit dem obigen Theorem die Behauptung des Korollars. O

A area(T?, §) =

Wir kénnen auch ein Gegenstiick zum Satz von Hebda (Satz 3.7.4) zeigen:

THEOREM 4.2.4. Sei P(z,y,2) =2 (zy + zz + yz) — (2% + y* + 2%). Jede Metrik
g auf dem 2-Torus T? mit [ |K,|dvol, < 4 erfiillt

darea(T?, g)* < P (62, 6, min{ls?, 01> + (,°}) Q (K, p, V(g))*

und 1622
7r
A >
1(9) Q(Icpapav(g)) — P(€1,€2,€3)’
wobei wir U; = l;(g) setzen und A\ (g) der erste von Null verschiedene Eigenwert

von A, ist.
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Beweis. Wir schreiben wieder g = ¢2“§ mit § flach.

Fiir den flachen Torus (T?,g) gilt nach der Heronischen Ungleichung oder nach
Theorem 3.7.4

4area(T?, §)* = P(01(9)%, 2(3)%, £3(9)?).

Wir schitzen nun die Groflen beziiglich der flachen Metrik ¢ wie oben gegen die
Grofen beziiglich der beliebigen Metrik g ab. Es gilt

li(g) > exp(minu) £;(g)
area(T?, g) < exp(2max u) area(T?, 7).

Die Schranke Q wéhlen wir wieder wie oben. Wir nutzen Lemma 3.7.5, das uns die
Monotonie garantiert, und die Homogenitéit von P. Wir erhalten die Abschitzung
von area(g) nach oben.

Der Beweis der Abschétzung von A;(g) geht dhnlich. Der Satz von Hebda besagt fiir
den flachen Torus (T2, §)

1672
P(Zl(g)a 62(.&)7 63(.&)) .

)\1@) =
Aus Hilfssatz 4.2.1 bekommen wir
A1(g) exp(2maxu) > Ay(g).

Da l3(g) < l1(g) + l2(g) gilt, folgt hieraus analog zu oben die untere Abschitzung
von Ai(g). O

Beispiel. Um die Notwendigkeit der Bedingung K; < 47 zu diskutieren, betrach-
ten wir wiederum die Pinocchio-Metriken gg . Mit Hilfe einer Testfunktion, die
langs der ,Nase“ von 0 auf 1 wichst, sehen wir, daf} fiir den kleinsten von Null
verschiedenen Eigenwert Ay des Laplace-Operators gilt

)\1 (gR,H,O) S konst H_Q.
Wir wihlen wiederum R = R(H) so, daf}
area(T?, gr.ir0) = konst.

Hierfiir konvergiert A\, area — 0 fiir H — oo.

Es ist deswegen nicht mdoglich, eine untere Schranke an A; area in Termen von K
und V(g) zu finden, wenn Ky > 47 gilt. Analoges bekommen wir fiir V(7) = V(g)
anstelle von V(g).
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Offen bleiben jedoch die folgenden Fragen:

Frage: Gibt es eine untere Schranke an \;(g) area(g) in Termen von IC,(g) (p > 1)
und V(g) oder V(g), die auch fiir K;(g) > 4r gilt?

Frage: Gibt es eine untere Schranke an \;(g) area(g) in Termen von K;(g) und
V(g) oder V(g), falls K1(g) < 4n?

4.3 Spektrum des Dirac-Operators

In diesem Abschnitt wollen wir das Spektrum des Dirac-Operators D auf kon-
form &dquivalenten Mannigfaltigkeiten vergleichen. Als Korollar erhalten wir eine
Abschiitzung des kleinsten Eigenwerts von D? auf 2-Tori mit nicht-trivialer Spin-
Struktur.

Dieses M trage also zwei Riemannsche Metriken ¢ und g = €?“g. Multiplikation mit
e" liefert eine natiirliche Identifikation Pso(M) = Pso(M). Mittels dieser Identifi-
kation wollen wir fordern, daf$ (M, g) und (M, g) eine gemeinsame Spin-Struktur
p: PSpin(M) = PSpin(M) — Pso(M) = Pso(M) haben.

SATZ 4.3.1. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit zwei konformen Metriken
g und g = €**g. Seien D und D die zugehérigen Dirac-Operatoren beziiglich einer
gemeinsamen Spin-Struktur . Bezeichnen wir die Eigenwerte von D? mit A\, <
Ao < ... und die von D* mit \; < My < ..., so gilt

\; min e** < )\; < )\; max e Vi=1,2,...
meM meM

Beweis. Sein :=dim M. Es gilt dann
dvol, = e""dvol,.

Mit [Hit74], [Bau81, Satz 3.14] oder [Hij86, 4.3.1] sieht man, daf es einen Vek-
torbiindelisomorphismus

SM — SM
U 0
gibt, fiir den L -
D(V) =e"DV
und B B
U = ez ||

gilt.
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Sei nun (¥; |7 = 1,2,...) eine Orthonormal-Basis der Schnitte von YA bestehend
aus Eigenspinoren ¥; von D? zum Eigenwert );. Den von Uy, ..., U; aufgespannten
Untervektorraum bezeichnen wir mit Uj.

Wir kénnen nun ); durch den Rayleigh-Quotienten abschétzen:
~ DU, DU) 5
Ai < max w.
veri—{0y (¥, ¥)mg
Wir betrachten Zédhler und Nenner:
(DT, D)y, = / ¢2(DW, D) dvol;
- / 2 =Du (DY, DY) dvol,

- / ¢"(DU, DT) dvol,
< (D¥, DY)y, max e

< A (0, W)arg max e

(\I], \II)M,g = <\TI, \T]> dVOlg

= /e‘“ (¥, ) dvol,
2 e~ maxu(\Ij, \II)M,g

Dies ergibt

A < )\ max e,
meM

also die gewiinschte Abschéitzung von X nach oben. Die Abschitzung nach unten
folgt analog, indem wir g und ¢ vertauschen und u durch —u ersetzen. O

Zusammen mit der Spektralabschétzung fiir flache 2-Tori erhalten wir eine Abschét-
zung fiir beliebige 2-Tori. Die Schranke Q ist wieder wie im vorigen Abschnitt defi-
niert.

THEOREM 4.3.2. Jede Metrik g = e¢**g mit g flach auf dem 2-Torus T? erfiillt
Q Ky, p, V(9)) ™" Niarea(T?) < Niarea(T?, g) < Q (K, p, V(9)) Miarea(T?, g),
sofern [ |K,|dvol, < 4. Hierbei ist p so klein gewdhlt, daf
K, = ||Kg||Lp(T2)’g area(T2,g)" 7 < 4,

und die \; und \; sind wie oben die Figenwerte des Quadrates des Dirac-Operators
beziiglich g und g zu einem gemeinsamen Spin-Homomorphismus.

Die analoge Aussage gilt in der Variante mit Q (K,,p, V(7))-
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Beweis. Der Beweis beruht auf Satz 4.3.1 und Theorem 3.5.1. O

KOROLLAR 4.3.3. Sei g eine beliebige Metrik auf T* mit [|K,| < 47 und x ein
nicht-trivialer Spin-Homomorphismus. Alle Grdfien in diesem Satz beziehen sich auf
g und x. Es gilt fiir den kleinsten Eigenwert \ von D?:

Aarea > 7° L + ! -2 ! _ L
- Qspin-V  Qspin-W spin-Y spin-W Q2 |’

Q? Q? 1
A < 7’ —2 -1
area =7 {spin—V * spin-W < spin-V spin-W ’

. 2 . 2 2
Spin-sys spin-¢ area
Aarea’ > 72 { PI-5Y5y + put2 2\/spin—sys12spin—€22 — } ,

Q Q Q?

Aarea’ < 72 {Q2 spin-sys,? + Q2 spin-f,> — 2Q \/spin—s3fsl2spin—€22 — areaQ} ,

7T2

A> ———
~ Qspin-sys,?’

wobei wir sowohl Q 1= Q(K,, p,V(g)) als auch Q := Q(IC,,p,V(q)) setzen kinnen.
Ferner ist p > 1 wieder so gewdhlt, daff K, < 4m. Die Ungleichungen mit Wurzel
gelten natirlich nur, wenn die Wurzel existiert.

Beweis. Die ersten vier Ungleichungen folgen aus den Propositionen 3.7.2 und
3.7.6 sowie Lemma 4.1.2 und dem obigen Theorem. Die letzte Ungleichung folgt aus
Theorem 3.5.1, Lemma 4.1.2 und Satz 4.3.1. O

Wir wollen nun eine Abschiitzung in Termen der L2-Spin-Struktur-Metrik aus Ab-
schnitt 2.4 herleiten.

THEOREM 4.3.4. Sei wieder g eine Riemannsche Metrik auf T2 mit [ |K,| < 4,
x ein Spin-Homomorphismus und Q wie oben. Dann gilt fiir den kleinsten Figenwert
A1 vom Quadrat des Dirac-Operators

QM 4m2dyP™ (y, 0)2 < Marea(T?, g) < Q4n2dy™ (x, 0)2.

Beweis. Die L?-Norm auf 1-Formen ist invariant unter konformer Anderung der
Metrik, denn sind oy und ay zwei 1-Formen, so ist (aq, )2 = [ aq A *as. Somit ist
auch die L2-Spin-Struktur-Metrik invariant unter konformer Anderung der Metrik.
Sei w eine Realisierung von x als Differentialform mit minimaler L2-Norm, dann ist
w harmonisch beziiglich jeder zu g konform #quivalenten Metrik. Sei also

Spin
wllz2(r2g) = Jwllz2r,g) = do” " (X, 0)
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fiir die flache Metrik §g. Dann ist nach Gleichung (4.1.1)

Marea(T?, §) = 4r2d5™™ (x, 0)2.

Mit Theorem 4.3.2 folgt die Aussage. O

Alle bisherigen Abschitzungen des Dirac- und Laplace-Spektrums benétigten die
Generalvoraussetzung Ky < 47. Das folgende Problem wurde deswegen noch nicht
gelost.

Offenes Problem. Sei g eine Riemannsche Metrik auf T? und x : 7;(T?) — Z5 ein
nicht-trivialer Spin-Homomorphismus. Finde eine Konstante C' = C([g, x]) > 0, so
daf fiir alle zu (T?, g, x) spin-konform #quivalenten Tori gilt: der kleinste Eigenwert
A\ von D? erfiillt

A area > C.

Lott zeigte in [Lo86], daf} eine derartige untere Schranke existieren muf, ihre explizite
Gestalt ist jedoch nicht bekannt. Wir werden dieses Problem in Abschnitt 5.5 weiter
diskutieren.



Kapitel 5

Abschitzungen des
Willmore-Integrals

5.1 Das Willmore-Integral

Sei FF': N — M eine Immersion einer geschlossenen Fliche N in eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, ¢g). Der mittlere Kriimmungsvektor H ist ein Schnitt des
Normalenbiindels NN — N. Die Schnittkriimmung von M in der Ebene F,T,N
bezeichnen wir mit K/ (p). Dann definieren wir das Willmore-Funktional

W (F) = /T (K + [Ho FI2) dvolp,.

Weiner hat gezeigt

THEOREM 5.1.1 ([We78, Theorem 1.1]). Das Willmore-Funktional W ist in-
variant unter konformen Anderungen der Metrik g von M.

Hingegen ist W nicht unabhingig unter beliebigen Anderungen der Metrik g. Ist
z.B. F eine Einbettung oder hat F' nur transversale Selbstschnitte, so kann ¢ in
einer Umgebung von F(N) so abgedndert werden, dal F'(N) totalgeoddtisch ist
und K, auf der Flidche verschwindet, d.h. beziiglich dieser abgednderten Metrik
gilt W (F) =0.

Wir wollen uns im folgenden auf die beiden Fille M = S™ und M = R” beschréinken,
wobei R" die Standardmetrik geuq und S™ die von (R*™!, gouq) induzierte Standard-
metrik trage. Natiirlich gelten die folgenden Aussagen auch dann noch, wenn M
konform dquivalent zu einer offenen Teilmenge von S™ bzw. R" ist.

81
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SATZ 5.1.2. Ist F': N — S™ eine Immersion einer geschlossenen Fliche und gibt
es einp € S, so daff F~'(p) aus k verschiedenen Punkten besteht, dann gilt

W(F) > 4km.

Dieser Satz wurde zunéichst von Willmore [Wi59, Seite 128] fiir den Fall £ = 1
und n = 3 gezeigt und spéter von Li und Yau [LiY82, Theorem 6] in der obigen,
allgemeineren Version bewiesen.

Der Satz ist ,,optimal“, wenn N homdomorph zu S? ist, denn die Standard-Einbet-
tung F : S? — R® C R" hat das Willmore-Integral 4. Ist jedoch NN eine orientierte
Flidche von positivem Geschlecht, so hat Leon Simon gezeigt, dafl die Abschéitzung
verbessert werden kann:

SATZ 5.1.3 ([Si93]). Sei N eine geschlossene orientierte Fliche von Geschlecht
G > 1. Dann ist
B(G,n) :=inf W(F) > 4,

wobei das Infimum alle Finbettungen F : N — S™ mit festem n > 3 durchlduft.
Auferdem gibt es eine Einbettung F,, : T> — S™ mit

B(1,n) =W(F,).
Die Tatsache, daf} hier nur Einbettungen und keine beliebigen Immersionen zuge-

lassen werden, ist keine wesentliche Einschrinkung, da in Dimension n > 5 Einbet-
tungen C'*°-dicht in den Immersionen liegen.

Der konkrete Wert, der Schranke (G, n) ist nicht bekannt. Fiir G > 1 ist im we-
sentlichen nur die Abschitzung [Si93]

4t < B(G,n) < 8w
bekannt. Eine zentrale Rolle spielt die Willmore-Vermutung:

Vermutung (Willmore).
B(1,n) = 2n°

oder anders formuliert
W(F) > 2x* fiir alle Einbettungen F : T? — S™.
Wenn die Willmore-Vermutung erfiillt ist, liefert der Clifford-Torus

1 1
—S'x —Stc S cs
V2 V2
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ein minimierendes F),. Der Clifford-Torus ist eine flache, kompakte Minimalfliche
in S™ mit Volumen 272 ist. Sein Bild unter einer geeigneten stereographischen
Projektion auf R?® ist der Rotationstorus, den wir erhalten wenn wir den Kreis
(x — R)?+ 22 = p? mit R/p = +/2 um die 2-Achse rotieren lassen.

Der Clifford-Torus liegt in den folgenden Klassen von Immersionen, fiir die die
Willmore-Vermutung gezeigt wurde

e flache eingebettete Tori [LiY82, Prop. 2]

e immersierte Tori mit V(F*g) < 1, also fiir viele konforme Aquivalenzklassen
von Tori [LiY82]. Diese Aquivalenzklassen bilden eine Menge von positivem

Maf} auf dem Modulraum M und der Clifford-Torus liegt auf dem Rand dieser
Menge.

e Rotationstori, d.h. Tori in R?® die invariant unter Drehungen um eine Achse
sind [LaS84]

e Kanaltori [Sh70], [Wi82, Theorem 44], [HeP92]

Kanaltori sind wie folgt definiert: Sei ¢ : S' — R?® eine Kurve mit Kriimmung
k(t) < Ko, und sei € < 1/ky. Dann heifit der Rand der e-Umgebung von ¢(S'), also
die Menge {p € R* | d(c(S'),p) = ¢} Kanaltorus. Ein Kanaltorus ist das Bild einer
Immersion eines Torus.

Wir werden in den folgenden Abschnitten die Willmore-Ungleichung fiir viele spin-
konforme Aquivalenzklassen zeigen unter der Voraussetzung, daB das Kriimmungs-
integral K, (T?, F*g) klein genug ist. Der Clifford-Torus liegt ebenfalls auf dem Rand
des zugehorigen Bereichs in spin-M. Mit Ausnahme der Klasse des Clifford-Torus
ist jedoch die Willmore-Vermutung in diesen spin-konformen Klassen bisher noch
nicht gezeigt worden (siehe Abbildung 5.1).

5.2 Immersionen und induzierte Spinoren

In diesem Abschnitt wollen wir erkliren, wie wir aus einer Immersion einer Fliche N
in eine 3-Mannigfaltigkeit M, auf der es einen Killing-Spinor gibt, einen Spinor auf
N induzieren. Dieser Spinor liefert dann eine Abschéitzung des Willmore-Funktionals
durch den kleinsten Eigenwert des Quadrats des Dirac-Operators auf N. Die Ergeb-
nisse dieses Abschnitts sind allgemein bekannt. Der Vollsténdigkeit zuliebe wollen
wir die Ergebnisse in einer Fassung, die wir benotigen werden, nochmals herleiten.

Wir wollen im wesentlichen C. Bérs Darstellung aus [B497] iibernehmen. Viele der
Ergebnisse in [Bd97] gelten auch fiir andere Dimensionen von N und M. Die zentrale
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Gleichung von [B&97] erscheint bereits in seiner fritheren Arbeit [B&d96] (Propositio-
nen 2.1 und 2.2).

Die Tatsache, dafl eine Immersion einer Fliche N in R*® einen Spinor ¢ auf N
induziert, der die Gleichung Dy = H1) erfiillt, war jedoch schon zuvor bekannt.
Die Suche nach einer zitierbaren, offentlich verfiigbaren Quelle fiir diesen Sachver-
halt gestaltet sich jedoch schwierig. Dies liegt zum Teil daran, dafl es formal recht
verschiedene Zuginge zu Spinoren auf Flichen gibt, zum anderen Teil aber auch
daran, daf} viele Quellen nicht einfach verfiigbar sind. Verschiedene Autoren zitieren
z.B. immer wieder ,Notes“ von Seminaren aus Amherst und Luminy, die in dieser
Form wohl nicht ver6ffentlicht wurden. Der Zusammenhang zwischen Spinoren und
Immersionen spielt in Arbeiten von Pinkall, Taimanov und ihren Arbeitsgruppen
eine grofle Rolle (z. B. [Tai97, Tai97a, Ri97]). Eine sehr interessante und gut lesbare
Arbeit ist [KuS97].

Sei also F' : N — M eine Immersion einer orientierten, geschlossenen Fliche in
eine 3-dimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit (M, g) mit Spin-Struktur
¢ @ PgpinM — PgoM. Die Flache N trage die zuriickgezogene Metrik F™*g. Den
Normalenvektor nennen wir n, und die zweite Fundamentalform (mit Werten im
Normalenbiindel) sei II. Die Hélfte der Spur von IT ist der mittlere Kriimmungs-
vektor H - n und H ist die mittlere Kriimmung.

Wir wollen zunéchst erkldren, wie man die zuriickgezogene Spin-Struktur F*¢ erhélt.
Die Abbildung F' induziert eine Abbildung

F, : PsoN — PsoM
(61, 62) — (Il, F*61, F*BQ).

Nun erkldren wir das Spin(n)-Hauptfaserbiindel iiber N
PspinN 1= {(q, A) € PspinM x PsoN | ¢(q) = Fi(A)}

und erhalten mit den natiirlichen Abbildungen ein kommutierendes Diagramm

F
PSpinN PSpinM
F*yp 2
F
Pso N Pso M.

(Pspin N, F*¢) ist nun die auf N zurickgezogene Spin-Struktur.
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Bemerkung. Im Fall N = T? und M = R? oder M = S? ist die zuriickgezogene
Spin-Struktur bzw. der zugehorige Spin-Homomorphismus eine wichtige Invariante
fiir eine Immersion. Zwei Immersionen Fy, Fy, : T? — M heiflen reguldr homotop,
wenn es eine Homotopie H : T? x [0,1] — M von Fy = H(.,0) nach F, = H(.,1)
gibt, so daBl H(.,t) fiir alle ¢ eine Immersion ist. Es ist wohlbekannt, daf§ F; und
F; genau dann reguldr homotop sind, wenn die Spin-Homomorphismen der zuriick-
gezogenen Spin-Strukturen {ibereinstimmen. Auflerdem ist F' genau dann regulir
homotop zu einer Einbettung, wenn die zuriickgezogene Spin-Struktur nicht trivial
ist.

Nachdem wir nun geklédrt haben, wie man die Spin-Struktur zuriickzieht, wollen wir
nun Spinoren von M auf N zuriickziehen. Sei (Ey, E2) bzw. (Ey, E1, Es) die Stan-
dardbasis von R? bzw. R*. Wir identifizieren ¥y mit X3 so, dafl £} und E, vermoge
der Clifford-Multiplikation gleich operieren. Nach unserer Wahl der Darstellung von
CI(3) in Abschnitt 2.1 gilt v(Fy) = v(E1)y(F2).

Wegen XM = PspinM Xgpin(z) 23 konnen wir einen Spinor von M lokal in der
Form [ga, 0] schreiben, wobei ¢y ein lokaler Schnitt von PespinM und o eine lo-
kale ¥3-wertige Funktion ist. Wir kénnen ¢, und o sogar so wéhlen, daf ga |4 p in
F,(PspinN) liegt, d. h. es gibt einen lokalen Schnitt ¢y von Pspi, N, so dal F,oqy =
gy © F. Wir definieren nun den Pullback von ¥

F*VU :=[qn,00 F].

Diese Definitionen ist unabhéingig von der Wahl der Umgebung und der Wahl von
¢y und somit auch global wohldefiniert.

PROPOSITION 5.2.1. Firi=1,2 gilt

F* (V2MW) = VIV + % 22: F* (y(ej) (1 (€5, €5)) ).
j=1

Beweis. Wir wihlen einen lokalen Schnitt ¢as von Pgpin M und einen lokalen Schnitt
qn, so daBB F, o gy = qar o F. Wir schreiben auch wiederum (eq, e1,€2) = ¢ o qu.
Dann gilt auch F*p o gy = (€1, e3).

Seien ffj bzw. Ffj die Christoffelsymbole von ¢ o qy; bzw. F*p o qy. Es gilt fiir
i,j5,k € {1,2}

f‘fj = l"fj l:‘?j €y = —f‘go eo = I (e;, €5) f‘?o =0.
Nach Formel (2.1.1) gilt fiir i = 1,2

1 & -
Fr (VZM[QNDU]) = QN,aeiUOF-F Z Z FZ’Y(EJ)’Y(E]C)O'OF

J,k=0
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{qN,ﬁ O'OF+ Z 1"297 )Y(Eg)oo F
J,k 1

i y(II( el,ej))aoF]

l\Dll—‘

= VINF* (g, 0] + 5 ZF*( ey (e e))lam,0]). o

g 1
PROPOSITION 5.2.2.

F* (D™W — y(n)VIMW) = D*NF*0 — F* (Hy(n)¥)

Beweis. Diese Proposition folgt aus der vorigen, indem wir mit ~y(e;) von links
Clifford-multiplizieren und iiber ; = 1, 2 aufsummieren. 0

SATZ 5.2.3. Die 3-Mannigfaltigkeit (M, g) trage einen nicht-trivialen Killing-Spi-
nor ¥ zur Killing-Konstante o € R. Sei N — M die Immersion einer geschlossenen
orientierten Fliche in M und sei D der Dirac-Operator auf (N, F*g) beziiglich der
induzierten Spin-Struktur. Ist \; der kleinste Eigenwert von D?, dann gilt

A area(N, F*g) < / (4042 +(Ho F)2> dvolp-,.
N

Insbesondere, ist (M, g) konform dquivalent zu einer offenen Teilmenge von S* mit
der Standard-Metrik, dann gilt

A area(N, F*g) < W(F).

Mit Satz 2.2.4 folgt hieraus sofort das Korollar

KOROLLAR 5.2.4 (Willmore-Ungleichung fiir 5?). Ist F': S? — R® eine Im-
mersion, so gilt

W(F) > 4.

Beweis von Satz 5.2.3. Nach Definition gilt
VMU = ay(V)T  fiir alle Vektorfelder V.

Also ist
DY — y(n)VEMT = —2a0.

Anwendung der letzten Proposition liefert

D*NF*U = F* (Hy(n)¥ — 2a%)
= Hvy(e1)y(ex) "V — 20 F* W
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Beachten wir, dal DV y(e1)y(ez) = —v(e1)y(e2) DN, so erhalten wir fiir

b= %(F*w +(er)y(ea) F*0)

die Gleichung
D™y = (H + 207y(e1)7(e2) ) ¥ (5.2.1)

Wir sagen im folgenden, daf ¢ ein von der Immersion F' induzierter Spinor sei. Da
Killing-Spinoren zu reellen Killing-Konstanten konstante Linge haben, kénnen wir
|| = |¥| = 1 annehmen.

Ist nun \; der kleinste Eigenwert von D?, dann erhalten wir mit Hilfe des Rayleigh-
Quotienten die Abschéitzung

A area(N, F*g) < /N ‘D2N¢‘2 dvolp:, = /N ‘(Ho F + 2@7(61)7(62))¢‘2 dvolp-,
— /N ((H o F)? + 40?) dvolp-,,

wobei wir benutzt haben, daf v(e;)vy(ez) schief-hermitesch operiert. Wir haben somit
die erste Aussage gezeigt.

Ist (M, g) konform #quivalent zu einer offenen Teilmenge der (runden) S3, so kénnen
wir aufgrund des Satzes von Weiner annehmen, daf (M, g) gleich der S? ist. Die 3-
Spire S® hat aber K = 1 und einen Killing-Spinor zur Killing-Konstante o = 1/2.
Also folgt auch die zweite Aussage. O

5.3 Multiplikative Abschitzung

In diesem Abschnitt kombinieren wir die Ergebnisse des letzten Abschnitts mit den
Ergebnissen aus Abschnitt 4.3 und erhalten hieraus eine Abschiatzung des Willmore-
Funktionals nach unten, die nur Gréflen der inneren Geometrie enthélt.

In diesem Abschnitt sei F' : T2 — S? eine Immersion. Wir definieren fiir p > 1
dhnlich wie in den fritheren Kapiteln

Ky = K,(T?, F*g) := ||KF*g||Lp(T2,F*g) area(T”, F*g)l_g'

Die Schranke Q : [0,47[x]1,00] x Rt — R* sei wie in Abschnitt 4.2 definiert, also

qlog(2q)

K K
cts = o (1) 7
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mit ¢ :=p/(p — 1).

Um die Formeln kurz zu halten, wollen wir im folgenden die Konvention treffen:
Wenn wir Q ohne Argument schrieben, so ist die Aussage sowohl fiir

Q= Q(K,,p, V(F*y))

als auch fiir

Q = Q(Icpapav(F*g))
wahr. Unter anderem hiingt Q nur von der inneren Geometrie ab, also von (T2, F*g),

aber nicht von H!

Aus Lemma 4.1.2 und den Sitzen 4.3.2 und 5.2.3 erhalten wir nun unmittelbar das
Theorem:

THEOREM 5.3.1. Sei F : T — S® eine Immersion mit K, < 4w fir ein p > 1
und F*p die von auf T? induzierte Spin-Struktur. Wir nehmen an, dafi F*¢ nicht
trivial ist, d. h. F sei requldr homotop zu einer Einbettung. Dann gilt

W(F)ZQ—W{ = + 1~—2J ! ~—1},

spin-V  spin-W spin-V spin-W
wobei die Grdfien spin—VNV und spin-V die in Abschnitt 3.3 definierten konformen
Invarianten von (T?, F*g, F*¢) sind und Q wie oben definiert ist.
Wir bekommen daraus das Korollar:
KOROLLAR 5.3.2. Sei (z,y) € spin-M C R* mit
(z—1P2+@y—-1>%>1

und p > 1. Dann gibt es eine Schranke C(z,y,p) > 0 so dafl gilt: )
Ist F : T? — S? eine Immersion und liegt F*g in der spin-konformen Aquivalenz-
klasse von

R? 1y TN _ 4
(N A
p 0) ' \y
und ist K,(T?, F*g) < C(x,y,p) erfillt, dann gilt die Willmore-Ungleichung

W(F) > 2r.

Beweis des Korollars. Der Ausdruck in der geschweiften Klammer von Theo-

rem 5.3.1 ist glelch
(1—x)?
y+-—.

Dieser Term ist genau dann grofler als 2 ist, wenn (z — 1) + (y — 1)% > 1. O
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y = spin-V(g)

fiir Tori in diesen spin-konformen Aqui-
valenzklassen zeigen wir die Willmore-
Vermutung, falls die LP-Norm der Gauf3-
schen Kriimmung klein genug ist

fiir Tori in diesen spin-konformen Aqui-
1 valenzklassen haben Li und Yau die
Willmore-Vermutung gezeigt

1 X
0.5 1.0

Abbildung 5.1: Die grofle Zusammenhangskomponente spin-M des spin-konformen
Modulraums

Aus Korollar 4.3.3 und Satz 5.2.3 folgt auch unmittelbar:

THEOREM 5.3.3. Ist F : T? — S3 eine Immersion, die requlir homotop zu einer
FEinbettung ist, und haben wir K, < 4m fir ein p > 1, dann gilt

1 1 1 1
> 72 - .
W(F) = { Q spin-V + Q spin-W 2\/spin—V spin-W QQ}
W(F) > 72 area

~ Qspin-sys, >’

wobei die Griffen spin-sys,, spin-W, spin-V und Q fiir den Riemannschen 2-Torus
(T2, F*g) zu nehmen sind, der mit der von F induzierten Spin-Struktur versehen

158t.

Der wesentliche Unterschied zwischen Theorem 5.3.1 und Theorem 5.3.3 ist, dafl im
ersteren die konformen Invarianten spin-) und spin—VNV benutzt werden, wohinge-
gen im zweiten die i.a. leichter zu berechnenden Invarianten spin-V und spin-W
eingehen.
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Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch eine Abschédtzung fiir den Fall
angeben, daf} die zuriickgezogene Metrik flach ist.

PROPOSITION 5.3.4. Sei F' : T2 — S3 eine Immersion, die requlir homotop zu
einer Finbettung ist, und sei F*g flach. Wir wdhlen (z,y) € spin-M so, daf$ der
Torus (T%, F*g, F*¢) homothetisch zu

RQ

wen{ (o) (5))

ist, wobei die Spin-Struktur auf T(x,y) durch den Spin-Homomorphismus x mit

(D))=

(1 —yl’)Z] ‘

T(x,y) =

gegeben ist. Dann gilt

W(F)>n*|y+

Unter anderem gilt die Willmore-Ungleichung fiir

-1+ @y—-172>1.

Leider ist die letzte Abschitzung aber schlechter als die Abschitzung in [LiY82,
Prop. 2]. Li und Yau zeigen dort fiir (z — 1) + 32 > 1

1
W(F) > n° <y+ ;)
und fiir (z —1)2+9y2 <1

2 y y? + (1 — )
W(F)>m <y2+(1—x)2+ , >

5.4 Additive Abschitzung

In diesem Abschnitt wollen wir eine Variation der Ergebnisse des letzten Abschnit-
tes beschreiben. Um dieses Ergebnis herzuleiten, benutzen wir diesmal nicht Theo-
rem 4.3.2. Statt dessen fithren wir einen anderen , konformen Transport“ von Spino-
ren durch als in Satz 4.3.1. Wir erhalten einen additiven Kriimmungsterm anstelle
des multiplikativen. Insbesondere bei groflem spin-V und nicht zu grofler Oszillation
der Streckungsfunktion u liefert diese Abschitzung bessere Ergebnisse. Es sei wieder

K g KV

K
log <1——> ‘+mqlog(2q)+—+—

1
S(K.p, V) = 2 A7 A 8

mit ¢ :=p/(p — 1).
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SATZ 5.4.1. Sei F : T> — S? eine Immersion des 2-Torus T? in die S* mit der
Standardmetrik g. Die induzierte Spin-Struktur F*¢ sei nicht trivial, d. h. F sei
regqulir homotop zu einer Einbettung. Die spin-konforme Struktur von (T2, F*g, F*p)
habe die Koordinaten (x,y) im Modulraum spin-M. Dann gilt

(1 —x)? 1
() = (o4 ) g o) 1l

Unter anderem gilt fir jedes p > 1 mit KC,(F*g) < 4w

(1— =)

1
W) = (4 ES) = IRl

mit S =S (K, (F*g),p,V(F*g)) oder S := S (ICP(F*g),p,f}(F*g)).

Beweis. Die zuriickgezogene Metrik F*g auf T? kénnen wir in der Form F*g =
e* g schreiben mit g flach. Wie in Abschnitt 5.2, Gleichung (5.2.1) induzieren die
Immersion F' und ein Killing-Spinor auf S? zur Killing-Konstante o = (1/2) wieder
einen Spinor v auf (T2, F*g). Dieser Spinor erfiillt die Gleichung

DF*g¢ = H,’v/" + V¢7

wobei
—1 0

v ="(er)y(ex) = < 0 Z) € End (E+T2 ® E_TQ) :

Mit [Hit74] oder [Hij86, 4.3.1] sieht man nun, daf es einen Vektorraumhomomor-
phismus

T2 5 N2
U — U

gibt, fiir den
L —— ~ 1 N
e DF*g\IJ = Dg\If + §vg(grad§u)\lf
und
V| = [¥.
Man beachte hierbei, daB fiir das ¥ aus Abschnitt 4.3 gilt ¥ = e/,

Wir wenden diese Transformation nun auf ¥ = ¢ an und erhalten

~ 1 ~ ~ ~
D = —§7§(gradgu)w +e"Hy + e'vip.
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Da v, v(V) und vvy(V) fiir einen beliebigen Vektor V' schief-hermitesch sind, ergibt
dies
2
Dyl =

a(aradgu)d| + e B2 |G + e v

dul? + 2 H? + 2,
|dulz

= = =

Integration iiber (T2, g) liefert nun
~ . 1
Marea(T?, 3) < § /T Jdul? dvol, + W (F),
wobei \; den kleinsten Eigenwert des Quadrat des Dirac Operators auf (T2, §) be-

zeichnet.

Nun ist aber

/11‘2 |du|§ dvol; = /11‘2 uAgzu dvol;
= /11‘2 eQuqu dvoly
= - uK,dvolg-,

1
S 5 (OSC U) ||Kg||L1(T2,F*g)'

Und hieraus folgen zusammen mit Theorem 3.5.1 und Lemma 4.1.2 die Behauptun-
gen. a

Wir konnten nun ausgehend von Satz 5.4.1 analoge Sétze zu den Theoremen 5.3.1
und 5.3.3 formulieren. Da es aber recht offensichtlich ist, wie diese aussehen werden,
soll aus Platzgriinden darauf verzichtet werden.

5.5 Die Kugelkette

Die Abschétzungen des Willmore-Integrals in den letzten beiden Abschnitten ent-
hielten Kriimmungsterme, wohingegen die Willmore-Vermutung keinen derartigen
Kriimmungsterm enthélt. Im Fall der Immersionen von F : S? — S? existiert eine
Spektralabschitzung, die keine Kriimmungsterme enthélt (Satz 2.2.4). Aus ihr folgt
die optimale Schranke an das Willmore-Integral

W(F) > 4.
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Deswegen ist die Frage naheliegend, ob wir fiir Immersionen T? — S? die Spektral-
abschétzungen nicht so verbessern kénnen, dafl der Kriimmungsterm verschwindet,
d. h. wir suchen Abschitzungen wie in den vorigen Abschnitten mit 0 anstelle von &
und 1 anstelle von Q. Aus einer derartigen Abschitzung wiirde dann die Willmore-
Vermutung fiir viele spin-konformen Strukturen folgen.

Zunichst einmal wollen wir die Aussage der Abschiitzung im Falle der S? etwas
umformulieren:
Sei A(S?, g) der kleinste Eigenwert des Quadrats des Dirac-Operators zu der Metrik
g auf S%, dann gilt

A = ilgf A(S?, g) area(S?, g)

und das Infimum wird angenommen, wenn (S?, g) konstante Kriimmung hat. Das
Infimum geht hierbei iiber alle Riemannschen Metriken.

Um unsere obige Frage zu prézisieren, formulieren wir sie analog:

Sei g eine flache Metrik auf T? mit nicht-trivialem Spin-Homomorphismus y, und sei
A(T?, g, x) der kleinste Eigenwert des Quadrats des Dirac-Operators zu der Metrik g
und zum Spin-Homomorphismus Y.

(1) Ist dann

inf  \(T?, g, x) area(T?, g) > 0,
(9:)€[(9:%)]

wobei (g, x) alle zu (g, \) spin-konform dquivalenten Paare durchlauft?
(2) Wenn ja, wird das Infimum angenommen?

(3) Wenn ja, wird dann das Infimum von einer flachen Metrik angenommen?

Die Frage (1) wurde von John Lott in [Lo86] positiv beantwortet. Offen lassen wollen
wir Frage (2).

Zeigen wollen wir in diesem Abschnitt, dafi Frage (3) zumindest fiir manche spin-
konforme Aquivalenzklassen nicht erfiillt ist. Wir wollen hierzu eine Familie von
Beispiel-Metriken angeben, fiir die

Wir haben somit gezeigt, daf} eine Spektralabschétzung des Dirac-Operators, die eine
optimale Schranke fiir flache Tori liefert, notwendigerweise einen Kriimmungsterm
enthalten muf.

Unter einer Kettenlinie verstehen wir eine Kurve der Form

T —b

y = a cosh
a
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Abbildung 5.2: Die Kugelkette

mit @ > 0 und b € R. Eine zur 2-Achse rotationssymmetrische Fliche in R? ist genau
dann eine Minimalfliche, wenn sie durch Rotation einer Kettenlinie (oder einem Seg-
ment hiervon) erzeugt wird ([Ca92, Seite 153]). Vollstandige rotationssymmetrische
Minimalflichen heiflen Katenoid.

Fiir ein zunéchst festes § > 0 erfiille die regulére, nach Bogenldnge parametrisierte
Kurve ¢; = (¢;,¢,) : R — R x Rt die folgenden Eigenschaften:

(1) Es gibt Konstanten T'> 7 — 26 und V' € R, so daB ¢,(t + T) = ¢,(t) + V und
cy(t+T) = c,(t) fiir alle t € R.

(2) Auf dem Intervall I := [—(7/2) + 26, (7/2) — 26] gilt ¢,(t) = sint und ¢,(t) =
cost.
(3) Auf I := [—(7/2) + 9, —(7/2) + 26] und I, := [(7/2) — 26, (7/2) — ] liegt die

Kriimmung der Kurve ¢; zwischen —3 und —1 (,,negativ® bedeutet nach rechts
drehend).

(4) Auf Iy :=[(7/2) = 6,T — (7/2) + 6] gilt ¢, <0, und ¢[;, ist eine Kettenlinie.

Man sieht sofort, dafl es zu jedem 6 > 0 eine derartige Kurve ¢; gibt.

Die Rotationsfliche von ¢s um die z-Achse wollen wir Kugelkette nennen. Die Ku-
gelkette ist das Bild einer Immersion Fs : R2 — R3 mit Periodengitter 0 x Z und
mit Fy(a + k,b) = Es(a,b) 4+ (kV,0,0). Somit induziert Fj auch eine Immersion Fj
von T? in den Zylinder Z := R?*/Z(V,0,0). Fiir F5 kénnen wir das Willmore-Integral
definieren, und da Z beziiglich der flachen Metrik einen parallelen Spinor enthilt,
erhalten wir auch einen induzierten Spinor ).
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Die Hauptkriimmungen der Rotationsfliche sind die Kriimmung der Kurve ¢s und
die Funktion —¢,(t)/c,(t). Die mittlere Kriimmung ist deswegen konstant —1 auf
Ik und konstant 0 auf ;.

Auf den Ubergangsintervallen I, und I gilt |é¢,] < sin2§ und —§ +sin2§ < ¢, <
sin 20. Deswegen wird fiir kleine 4 > 0 auf ihnen der Betrag der mittleren Kriimmung

durch 5
1 sin 2
2 (3+ —5+sin25> <3

Wir berechnen nun das Willmore-Integral

nach oben beschriankt.

T

W (F) := / H2() 2mc, (t) dt = / H2(t) 2me, (1) dt
0 I Ul Ul

Der Beitrag von I in diesem Integral ist genau das Volumen der Einheitssphire

ohne zwei ,,Polkappen®, die jeweils den halben Offnungswinkel 2§ besitzen. Dieser

Beitrag liegt also zwischen 47 — 8742 und 4x. Der Beitrag von I; U I, ist kleiner als
72162

Insgesamt haben wir also
\W (Fs) — 4m| < 72762

Somit gilt fiir den kleinsten Eigenwert A\; von D? auf (T?%, F§ geuw, Fj )

A area(T?, Ff o) < (DY, Dw)(W,Fggeum)
= W(Fg) < AT + 7271'62

Sei nun (T?, g, x) flach und spin-konform dquivalent zu (T?, F} geua, Fi¢). Der Spin-
Homomorphismus ist nicht-trivial, da F' reguldr homotop zu einer Einbettung ist.
Seien (z,y) gemeinsame Koordinaten in der grofien Zusammenhangskomponente
spin-M des spin-konformen Modulraums. Dann folgt aus Symmetriegriinden x = 0
und somit y > 1. Bezeichnet \; den kleinsten Eigenwert von D? auf (T2, g, ), dann
erhalten wir

< 1
Marea(T?, §) = n? (y + —) > 272,
Y

Somit wird das Infimum in (1) gar nicht oder von einer nicht flachen Metrik an-
genommen. Des weiteren zeigt das Kugelketten-Beispiel, daf} ein Kriimmungsterm
in den Spektralabschidtzungen von Theorem 5.3.1 und 5.3.3, Korollar 5.3.2 und
Satz 5.4.1 tatsichlich nétig ist.
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Kapitel 6

Weitere Abschiatzungen von
Eigenwerten

6.1 Abschitzung von V*V auf S!'-Biindeln

In diesem Abschnitt sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit
der Dimension n mit Spin-Struktur ¢ : Pspin (M) — Pso(M). Weiter sei 7 : M — N
eine glatte S'-Faserung. Wir fordern in diesem Abschnitt keine Kompatibilitits-
bedingungen zwischen der S!'-Faserung und der Riemannschen Metrik, also weder
konstante Linge der Fasern, noch eine (lokale) S'-Symmetrie der Metrik, und 7 muf
auch keine Riemannsche Submersion sein.

Wir wollen eine untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert des Zusammenhangs-
Laplace herleiten. Diese Abschitzung wird einige geometrische Gréfien einbeziehen,
die sich aus der S!'-Faserung und der Riemannschen Metrik auf M ergeben. Dies
sind

e die Faserlinge 27/ : N — R*,
e die Faserdichte .J : M — R" und
e die S'-Holonomie des Tangentialraums und des Spinorraums.

Die Faserlinge 2ml(p) ist die Lénge der S'-Faser iiber p € N.

Die Riemannsche Metrik von M induziert eine Volumenform dvoly, auf M und
eine Volumenform dvol, auf 7 '(p). Auf N wihlen wir das Bildma$ 7y (dvolys).
Die Kofldchenformel ([Fe69, 3.2.11], [M088, 3.8]) besagt nun, daf} es eine eindeutige

97
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glatte Funktion J : M — R" gibt, so daf}
/ J - f dvoly = / 7 (dvolyy) / f dvol,, (6.1.1)
M N 7=1(p)
fiir alle f € L'(M). Unter anderem folgt hieraus

1
/7r_1(,,) = dvol, = 1. (6.1.2)

Da J(m) ausdriickt, wie nahe beieinander die Fasern in der N#he von m liegen,
nennen wir .J die Faserdichte. Trigt N eine Riemannsche Metrik, die 7 (dvoly)
induziert, so ist

J = /ldet (m, - 7.7)|
die (n — 1)-te Jacobi-Funktion von 7. Ist hingegen 7 : M — N eine Riemannsche

Submersion und bezeichnet dvoly das von der Riemannschen Metrik induzierte Maf,
dann gilt 74 (dvoly,) = 27¢ dvoly, und somit ist J(m) = 2rxl(n(m)).

Wir withlen nun auf jeder S!'-Faser von M eine Orientierung. Wir verlangen aber
nicht, dafl diese stetig vom Basispunkt abhingen, denn unsere Ergebnisse gelten
teilweise auch dann noch, wenn die Fasern nicht stetig orientierbar sind. Die S'-
Holonomie ist die Abbildung, die durch Paralleltransport entlang einer S!-Faser in
positiver Richtung entsteht. Wir schreiben z. B. Holrys(m) € SO(T,, M) fiir die S'-
Holonomie des Tangentialbiindels und Holsy,(m) € U(%,, M) fiir die S'-Holonomie
des Spinorbiindels. Jeder Eigenwert A # £1 von Holry(m) kommt zusammen mit
seinem Inversen vor. Also ist die Menge der Eigenwerte von Holry/(m) unabhéingig
von der Wahl der Orientierungen auf den S!-Fasern und, da die Holonomien auf einer
Faser konjugiert sind, nur eine Funktion des Basispunkts. Wir erhalten insgesamt
Abbildungen \; : N — S' C C, so da$} die Eigenwerte von Holrys(m) die Zahlen

M(m(m)), ..., Apygy(m(m)), A (w(m)), . .., Ajnygy (7(m))

und evtl. 1 (im Fall n ungerade) sind. Wir wollen hierbei wieder die Konvention
benutzen, dafl mehrfach genannte Zahlen mehrfache Eigenwerte bezeichnen. Die
Reihenfolge der Indizes soll erst spéiter festgelegt werden.

Wir benétigen nun ein Lemma, das die Holonomie des Tangential-Biindels mit der
Holonomie des Spinor-Biindels vergleicht. Die Spin-Struktur wird hierbei entschei-
dend eingehen.

LEMMA 6.1.1. Firm € M sei Holpy (m) € End(T,,M) die Holonomie des Tan-
gentialbiindels entlang der S'-Faser diber dem Basispunkt w(m), und sei Holgy(m)
die entsprechende Holonomie des Spinorbindels SM. Wir setzen q := [dim M/2].
Die Holonomie des Tangentialbiindels habe die Eigenwerte

AL Ags Ay g
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und fiir ungerades n = dim M zusdtzlich 1.

Wir wéihlen nun Wurzeln 7; mit 77 = X;. Dann gibt es ein Vorzeichen v € {+1, -1},
so daf$ Holsyr(m) die Eigenwerte

01 0
(U.TI ...qu

81,0, € {+1,—1})

hat. Das Vorzeichen v hingt von der Wahl der Wurzeln, von der Spin-Struktur und
von m(m) ab.

ZUSATZ 6.1.2. Es gelte fur alle p € N zusdtzlich \; = exp(2ip;) # —1 mit 7/2 <
p < ... < pg < m/2. Die \j und 7j := exp(2ip;) sind also stetig in p. Dann ist das
dazugehdrende v lokal konstant.

Frage: Ist die Voraussetzung A\; # —1 tatséchlich nétig?

Fiir gerade Dimension n ist die Aufspaltung XM = X1t M & X~ M parallel; also hat
Holsas (m) Blockgestalt mit den Blocken Hols+y(m) und Hols- pr(m), den Holono-
mien der Biindel ¥* M und X~ M. Die Eigenwerte von Holsy,(m) zerfallen dement-
sprechend in die Eigenwerte von Hols+,,(m) und Holg-j,(m). Wir bekommen den
Zusatz:

ZUSATZ 6.1.3. Unter den Bedingungen des vorangehenden Lemmas gibt es ein w €
{=1,1}, so daf Holg+(m) die folgenden Eigenwerte hat:

q
<'U-7'161..-7'g‘7 ‘ 61,,6q€{+1,—1},H(SJ:w >
j=1
Und Hols,- s (m) hat die Eigenwerte
q
<U-T{51...T§q ‘ 51""’5‘16{+1’_1}’H5j:_w>-
j=1

Das Vorzeichen w hingt von der Wahl der \; ab.

Wir greifen wieder unsere Beispiele aus Abschnitt 2.6 auf.

Beispiel 1. Sei 7 : T" — T"~! eine Riemannsche Submersion flacher Tori. Sei &,
der Erzeuger von Kern (m; : T" — T !'). Dann gilt fiir den Spin-Homomorphismus
X

HOIET“(m) = X(&n),

wobei y der Spin-Homomorphismus ist. Analoges gilt fiir N x S' — N mit der
Produktmetrik.



100 KAPITEL 6. WEITERE ABSCHATZUNGEN VON EIGENWERTEN

Beispiel 2. Trigt M := I'y\H3 eine Metrik, die von einer linksinvarianten Metrik
auf H3 stammt, dann ist die S'-Holonomie Holyy; der Riemannschen Submersion
M, — T? eine Drehung um einen konstanten Winkel o um eine Achse in Faserrich-
tung. Holg+,(m) ist dann eine Drehung um § = +a/2 oder § = 7 + («/2) — je
nach Spin-Struktur. Lassen wir die Faserlinge gegen 0 gehen bei konstanter Basis
T2, dann geht 3 fiir die triviale und 3 andere Spin-Strukturen gegen 0. Ist & gerade,
so gibt es 4 weitere Spin-Strukturen; fiir diese Spin-Strukturen geht 3 gegen .

Beispiel 3. Trigt S?¢*! die Standardmetrik, dann hat S29*! — CP? eine S'-
Holonomie Holyg2+1 = Id. Die S*-Holonomie des Spinorbiindels ist also Holyg2g+1 =
+1Id. Das Vorzeichen bestimmen wir mit folgendem Argument: Die Fasern der
Hopf-Faserung sind Grofikreise. Zu bestimmen ist also die Holonomie entlang ei-
nes Grofkreises. Wir betrachten die Inklusion F : S%¢+! — R?¢*+2, Die Abbildung
F induziert analog zu Abschnitt 5.2 eine fasererhaltende, SO(2¢g + 1)-dquivariante
Abbildung F, : PyoS?"! — PyoR?7+2. Auflerdem induziert F' eine zuriickgezoge-
ne Spin-Struktur auf S?¢*!. Weil es aber auf S??*! nur eine Spin-Struktur gibt, ist
dies die richtige. Sei nun A ein paralleler Schnitt von PsoS2?*! lings eines gegebe-
nen Grofkreises. Da die zweite Fundamentalform von S?¢*! C R?*2? in Richtung
des Grof3kreises nicht verschwindet, ist F, A nicht parallel. Es ist eine ,Drehung um
360°“. Derartige Drehungen liften nicht auf Psyn R2772. Also liftet auch A nicht auf
PepinS?1tL. Folglich gilt Holsg2e+1 # Id, also Holggze+1 = — Id.

Beweis von Lemma 6.1.1. Um die Notation zu vereinfachen, unterdriicken wir
in diesem Abschnitt die Darstellung v, d.h. wir betrachten Spin(n) und Cl(n) als
Endomorphismen von 3,,.

Sei ¢ : R — 7 !(m(m)) mit ¢(0) = m eine 27r-periodische Kurve, die modulo 27 die
Sl-Faser durch m parametrisiert. Wir nehmen nun einen parallelen Schnitt A : R —
Pspin (M) des Spin(n)-Prinzipal-Biindels Psy, (M) — M entlang der Kurve ¢. Dann
ist ¢ o A ein paralleler Schnitt von Pso(M) — M. Nach Definition der Holonomie
gilt
¢ (Aar) = Holrr(m) - ¢ (Ao)
AQﬂ— = Hole(m) : AU-

Wir betrachten die Elemente von Pespin(M) bzw. Pso(M) als isometrische Isomor-
phismen von ¥, nach ¥,,M bzw. von R" nach T,,M. Wir berechnen hiermit die zu
Holzyr(m) konjugierte Matrix Hr € SO(n).

Hr := p(Ag) "Holrar(m)p(Ao) = ¢(Ao) "¢ (Holzpr(m) A)

Die Uberlagerung © : Spin(n) — SO(n) erfiillt ¢(A)O(B) = ¢(AB) und somit
O(A™IC) = ¢(A) p(C). Also folgt insgesamt

HT =0 (Ag_lHOlEM(m)AU) = @(HE)
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mit HE = Ag_lHOIZM(m)AU € Spln(n)

Da Konjugation einer Matrix die Eigenwerte nicht verdndert, miissen wir nur noch
untersuchen, welche Relationen zwischen den Eigenwerten von Hr und den Eigen-
werten von Hy, gelten.

Die Eigenwerte von Hy seien also Ay, ..., Ay, A, - .., A, und zusétzlich 1, falls n unge-
rade. Wir wihlen reelle y; mit A\; = exp(2iy;). Nach einem geeigneten isometrischen
Basiswechsel konnen wir dann annehmen, dafl

j=1

q
HT = exp (Z 2/L]‘Ej A Ej-l—q) s (613)

wobei E; A Ey, (j # k) den Endomorphismus bezeichnet, der E; auf Ej, Ej auf
—F; und alle andern Basisvektoren auf 0 abbildet. Sollte dieser Basiswechsel nicht
orientierungserhaltend sein, dann vertauschen wir die Rolle von \; und );. Deswegen
kénnen wir sogar annehmen, daf} der Basiswechsel die Orientierung erhilt.

Die beiden Urbilder von Hp unter © gehen durch Multiplikation mit — Id ausein-
ander hervor. Durch Anwenden von © o exp = expo O, und O,(E; - Ej) = 2E; A E;
(siehe [LaM89, Proposition 1.6.2]) erhalten wir deswegen

a
HE = vexp (Z MjEj . Ej-l—q) (NS {+]., —]_}

7j=1
Das Vorzeichen v héngt dabei von der Spin-Struktur und der Wahl der p; ab.
Wir zeigen nun, dafl die Abbildung

L:X, =%,

q
o+ (Z /JJjEj . Ej+q> e
j=1

die Eigenwerte (dpu; £+ po £ ... £ p,)i hat, wobei die + unabhéngig voneinander
variieren und somit 29 = dim ¥, viele Eigenwerte ergeben. Die Eigenwerte von v Hy,
sind dann die Exponentiale der Eigenwerte von L. Da wir annehmen kénnen, daf
7; = exp(ip;), folgt dann hieraus der Satz.

Zur Berechnung der Eigenwerte von L schreiben wir L = 3~ pjw; mit w; := F;-E; .
Man sieht sofort, daf die w; mit j =1, ..., ¢ paarweise kommutieren und deswegen
deren Darstellungen simultan diagonalisierbar sind. Sei ¥ ein gemeinsamer Eigen-
vektor. Da w? = —1 sind die zugehorigen Eigenwerte aus {+i, —i}. Fiir &, j < ¢ mit
k # j haben wir Fw; +w;F; = 0 und Fjw, = wiE;, und somit ist £; ¥ ebenfalls ein
gemeinsamer Eigenvektor. Die Vektoren ¥ und E;V liegen genau dann im selben
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Eigenvektorraum von wy, wenn k # j. Andernfalls liegt einer im ¢- und einer im
—i-Eigenraum. Durch Induktion sehen wir, dafl auch Ej, ... E; ¥ ein gemeinsamer
Eigenvektor aller wy, ist. Jedes E; wechselt hierbei das Vorzeichen des Eigenwerts zu
w;. Wir erhalten somit 29 linear unabhéngige gemeinsame Eigenvektoren, die alle
Vorzeichenkombinationen durchlaufen. Diese Eigenvektoren sind auch Eigenvekto-
ren von L zu den oben genannten Eigenwerten. O

Beweis von Zusatz 6.1.2. Die Stetigkeit von p;, A\; = exp(2ip;) und 7; = exp(u;)
ist offensichtlich.

Sei U eine zusammenhéngende Umgebung von my. O.B.d. A. sei die Orientierung
der S'-Fasern stetig auf U. Nach eventueller Verkleinerung von U kénnen wir den
Schnitt A aus dem vorigen Beweis zu einer stetigen Schar von Schnitten A:RxU —
Psyin (M) fortsetzen, so daB m der FuBpunkt von Ag(m) ist und jedes t — A,(m) die
Anforderungen an A erfiillt. Wir erhalten stetige Hy : U — End(R") und Hy, : U —
End(X,). Leider kénnen wir nicht annehmen, dafl Hy die einfache Darstellung von
Gleichung (6.1.3) besitzt, da wir nicht wissen, ob der dafiir notwendige Basiswechsel
stetig ist, wenn zwei Eigenwerte zusammenfallen.

Die Exponentialabbildung
exp : so(n) — SO(n)

ist aber ein Diffeomorphismus von der zusammenhédngenden Menge

q
B = {A € so(n) ‘ A ist konjugiert zu Y _rje; A ej, mit |r;| < 7r}
7=1

auf ihr Bild. Und Hr(m) liegt in exp(B). Die Menge O '(exp(B)) zerfillt in die
Zusammenhangskomponenten exp(©, '(B)) und — exp(6, '(B)). Da U zusammen-
héngend ist, ist Hyx(m) fiir alle m € U in derselben Zusammenhangskomponente,
und somit ist v konstant auf U. O

Beweis von Zusatz 6.1.3. Wir iibernehmen die Notationen aus dem Beweis des
Lemmas. Dann gilt

. a(a—1) .2
(.U(C:Zq‘(—]_) 2 wl...qulq wl...wq‘

Sei ¥ ein gemeinsamer Eigenspinor aller w;, dann ist es auch ein Eigenspinor von
we und liegt somit entweder in ¥} oder ¥, . Das daraus konstruierte E;¥ liegt im
jeweils anderen ¥F. Hieraus folgt dieser Zusatz. O
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SATZ 6.1.4. Sei 7 : M — N eine S'-Faserung, deren Totalraum M eine Spin-
Struktur und eine Riemannsche Metrik trigt. Wir schreiben die Eigenwerte der S'-
Holonomie des Spinorbindels in der Form exp(ir;(p)) mit |k;| < m. Dann gilt fir
jeden Eigenwert A des Zusammenhangs-Laplace V*V

2

min iy (p)
j=1,..,29

A >
- max .J
M

, (6.1.4)

wober J die Faserdichte bedeutet.

Aus dem Beweis des Satzes wird deutlich, dal er auch in der verschérften Version
(6.1.5) und in den beiden folgenden Variationen gilt:

2

A > mi — 1.
- .rpr'lflfslq max J (6.1.5)
Jj=1,..,2 ﬂ'_l(p)
LRy
A> min {7 ! 6.1.6
= 5 Y max J <27r€(p)> ’ ( )

A> min GO R— (6.1.7)

Bemerkung. Ist M — N ein S'-Hauptfaserbiindel und operiert S! isometrisch,
dann liefert Satz 7.3.1 ein dhnliches Resultat, allerdings unter stirkeren Vorausset-
zungen (vergleiche die Bemerkung zu Satz 7.3.1).

KOROLLAR 6.1.5. Sei 7 : M — N ein S'-Biindel, das eine Wurzel hat. Wir set-

zen q := [dim M /2]. Auf der Spin-Mannigfaltigkeit M sei eine Riemannsche Metrik
gegeben, so daf$ die Eigenwerte der Holonomie des Tangentialbiindels die Gestalt

Aj =exp(2ip;) und A =exp(—2ip;) und evtl. Aygp1 =1

mit 0 < p; < pound p < min{n/2,7/q} haben. Dann gibt es auf M eine Spin-

Struktur, so daf
2
T — qp
A >
- (max J)
M

fiir alle Figenwerte \ des Zusammenhangs-Laplace.
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Beispiel 1. Sei ¢y,...,6,_; eine Basis von R""! C R". Wir erginzen diese Basis
durch einen Vektor &, := tF,, der senkrecht auf den anderen steht. Mit Hilfe der
dadurch erzeugten Gitter und der Standardmetrik auf R® bzw. R"~! erhalten wir
eine Riemannsche Submersion flacher Tori

™ — T .
Den Spin-Homomorphismus charakterisieren wir durch
x(ej))=—-1 <= j=n.

Dann ist 72/t? der kleinste Eigenwert von D? = V*V. Da J = ¢ ist, sind der obige
Satz und obiges Korollar scharf auf diesen Beispielen. Steht jedoch £, nicht mehr
senkrecht auf den anderen Vektoren, sind die Abschétzungen nicht mehr scharf.

Beispiel 2. Auch auf M}, = I';\H3 bekommen wir fiir viele ,linksinvariante Me-
triken eine nicht-triviale Abschétzung des kleinsten Eigenwerts. Ist k& sogar gerade,
dann gibt es zu fast jeder ,linksinvarianten* Metrik eine Spin-Struktur, so daf} die
Abschétzung nicht-trivial ist. Es ist nicht verwunderlich, dafl unsere Abschitzung
nicht fiir alle Metriken und Spin-Strukturen funktioniert. Denn es gibt , linksinvari-
ante“ Metriken auf My, die Eigenspinoren zum Eigenwert 0 besitzen [AmB97, 3.2].

Beispiel 3. Mit Hilfe der Hopf-Faserung erhalten wir die Abschiatzung
A>1/4

fiir den kleinsten Eigenwert von V*V auf der runden S™ ungerader Dimension. Der
kleinste Eigenwert von V*V ist tatsiichlich n/4: der kleinste Eigenwert von D? ist
n?/4 und mit s = n(n — 1) folgt dieser kleinste Eigenwert aus der Weitzenbdck-
Formel (Proposition 2.1.1). Dafl unsere Abschéitzung genau um den Faktor n zu
schlecht ist, liegt vor allem an der Abschétzung (6.1.9). Heuristisch gesehen, haben
wir dort die Anderung von ¥ in alle n Richtungen gegen die Anderung in eine
Richtung abgeschétzt.

Beweis von Satz 6.1.4. Sei ¥ ein Eigenspinor des Zusammenhangs-Laplace V*V
zum Eigenwert A. Dann bekommen wir unter Verwendung von (6.1.1)

AT, ), = (VVE,T),, (6.1.8)
- /M 74 (dvoly ) (VT VI)

dvol
— [ dvol / (VT V).
/N N 7=1(p) J(m)< >

Ebenso kénnen wir auch die linke Seite von (6.1.8) mit (6.1.1) zerlegen:

dvolp
~1(p) J(m)

AT, ), = )\/N dvolN/ﬂ (U, ).
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Es gibt nun mindestens ein p € N mit

N / dvol

dvol

V\If, V)

v

/ dvol

VE\If V) (6.1.9)

fiir ein Einheitsvektorfeld F lings der Faser 7r_1(p).

Sei nun ¢ : S' = (R/27Z) — 7 (p) eine Parametrisierung mit |¢| = ¢(p). Dann
kénnen wir obige Ungleichungen auf S! ,zuriickziehen®. Da die Holonomie des Spi-
norbiindels diagonalisierbar ist, zerfillt das zuriickgezogene Spinorbiindel

24

(M) = P Vi(x;)

J=1

in komplexe Geradenbiindel V'(x;) mit Holonomie exp (i ;). Gemif dieser Zerlegung
schreiben wir ¢*¥ = 3~ ¢; und setzen in (6.1.9) ein. Es gibt dann ein j, so da8

dvol,, dvol,,
)\/ﬂ.—l(p) ( )<w7’w3> = /7r—1(p) J( )<Vijavay> (6.1.10)

Wir wollen ab jetzt ¢; als Funktion von R nach C auffassen, die zusétzlich
P;(t+2m) = €™ - ahi(t) (6.1.11)

erfiillt.

Ungleichung (6.1.10) iibersetzt sich in

°r L(p)dt o dt o
)\/0 J(c(t))wﬂ"%'>2 0 W(%zﬂj% (6.1.12)

Nach Einsetzen der Fourier-Zerlegung

=Y apexp ((2 +k>t>.

keZ

n (6.1.12) erhalten wir

2ml(p) 2 2 <"‘5j )2 2

A > — — + k
mli(n)JlgZ o] 2 ((p) mlan(x),flgZ 27 N ax]
T 1(p T (p

und hieraus folgt Abschéitzung (6.1.6).

Aus Ungleichung (6.1.12) erhalten wir aber auch die anderen Abschitzungen. Hierzu
fiihren wir vor der Fourier-Zerlegung noch eine Parameter-Transformation durch.
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Als erstes withlen wir die Koordinatentransformation s = 7(¢) mit

7(t) = l(p)/J(c(t)) und 7(0) = 0.

Aufgrund von Gleichung (6.1.2) bildet 7 das Intervall [0, 27] auf [0, 1] ab. Wir erhal-
ten aus (6.1.12) dann

)\/ ds(;, ;) > /J 53 (05 00 (6.1.13)

und nach Fourier-Zerlegung

AS Jagl? > P > (i +27rk) lax |-

max
kezZ keZ
€ L(p) €

Dies ergibt die Abschitzung (6.1.4) und seine Verallgemeinerung (6.1.5).

Nun wihlen wir s = 7(t) mit 7/(¢) = ¢(p).J(c(t)) und 7(0) = 0. Dann bildet 7 das
Intervall [0, 2] auf [0, 5] mit b = [Z™ £(p)J (c(t)) dt = Ja-1(p) J dvol, ab. Aus (6.1.12)

erhalten wir

bd
M [t > [ ds (00, (6.1.14)

Die Fourier-Zerlegung ergibt diesmal

ki(p) + 27k 2
mm J2 Z |ak|2 & bZ <]T> |ak|2.

k€eZ k€eZ
1(p) € €

Dies liefert Abschétzung (6.1.7). O

Ungleichung (6.1.14) fiihrt noch zu einer anderen Interpretation des Minimierungs-
problems. Wir nehmen an, Ay sei das kleinstmogliche A, fiir das Ungleichung (6.1.14)
noch eine Losung ¢; # 0 mit ¢;(t +b) = &, - 1;(¢t) hat. Dann ist ¢; Losung der
Hillschen Differentialgleichung z”(¢) + Q(t)x(t) = 0 mit Q(¢) = Xo/J(¢)?. Diese
Differentialgleichung ist physikalisch relevant. Sie beschreibt z.B. auch ein Pendel
mit variabler Fadenlédnge oder die Perigdiumsdrehung des Mondes. Es gibt deswegen
eine Reihe von genaueren Analysen der Losungen dieser Gleichungen. Aufler der
Originalarbeit von Hill ([Hil1886]) wird die Hillsche Gleichung bereits in [WhW02]
behandelt. Eine modernere, gut verstindliche und sehr umfassende Behandlung der
Gleichung wird im Buch ,Hill’s Equation“ ([MaW66]) von Magnus und Winkler
prisentiert. Neuere Ergebnisse findet man in [McM75] und [KoT91] und den darin
zitierten Verdffentlichungen.

Trotz der Fiille der Literatur konnte der Autor jedoch leider keine explizite Ab-
schitzung finden, die eine verbesserte Abschitzung von Ay und somit von A > ),
impliziert.
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Beweis von Korollar 6.1.5. O.B.d.A. sei M zusammenhingend. Da das S'-
Biindel M — N eine Wurzel hat, gibt es nach Proposition 2.6.2 einen Homomor-

phismus % : 7 (M) — Zs, so da$ die Verkettung m,(S') % 7 (M) 2 Z, surjektiv
ist. Sei nun (Pg, (M), ¢1) eine Spin-Struktur auf M. Wir twisten (Pg, (M), ¢1)
mit /& und erhalten eine zweite Spin-Struktur (Pg;,(M), o) auf M.

Man sieht nun leicht, dafl
HOIEIM(m) = —H0122M(m).

O.B.d.A. sei 1y < ... < . Dann sind die p; stetige Funktionen auf N. Nach
Lemma 6.1.1 hat dann Holyky, (m) die Eigenwerte

Uk, eXp (i(iﬂl ...+ Nq))a

wobei das Vorzeichen v; = —vy € {—1,+1} nach Zusatz 6.1.2 konstant auf dem
zusammenhéngenden M ist. Nun folgt das Korollar direkt aus Satz 6.1.4. O

6.2 Differentialformenansatz fiir den 2-Torus

Wir betrachten nun den Zusammenhangs-Laplace V*V auf den positiven Spino-
ren YT T? iiber dem 2-dimensionalen Torus (T?, ¢). Dieses Biindel hat die komplexe
Dimension 1. Wir nehmen an, daf§ der Eigenspinor ¥ zum kleinsten Eigenwert A
keine Nullstellen hat. Damit erhalten wir eine Trivialisierung des positiven Spinor-
Biindels. In dieser Trivialisierung wird der Zusammenhang auf den positiven Spino-
ren durch eine komplexe 1-Form w ausgedriickt, die durch

Vx¥ =w(X)¥ (6.2.1)
definiert ist.

Durch das Studium dieser 1-Form werden wir in diesem Abschnitt eine Abschidtzung
von A nach unten erhalten, die jedoch leider noch den Term

miny; |V
g

enthilt. Im Falle eines flachen Torus und |¥| = konst ist diese Abschétzung optimal.
Wir fiihren die folgende abkiirzende Schreibweise ein
Spur w? := w(e)? + w(ey)?

fiir einen lokalen ON-Rahmen eq, e5. Den adjungierten Operator zum dufleren Dif-
ferential d auf Formen bezeichnen wir immer mit §.
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LEMMA 6.2.1. Sei U ein positiver Spinor auf T? ohne Nullstellen und w durch
(6.2.1) definiert, dann gilt:

V*VU = (0w — Spur w?) V.

Das Lemma ist selbst dann giiltig, wenn W kein Eigenspinor ist. Ist aber ¥ Eigen-
spinor zum Eigenwert A, so folgt hieraus

dw — Spurw? = \. (6.2.2)

Beweis von Lemma 6.2.1. Sei ey, ey ein orthonormales Rahmenbiindel iiber T?.
Dann berechnen wir

VYU = 22; (Ve Ve ¥ + Vg, ., 0)

=1

- ; (—Vew(e)V + w(Ve,e) )

= 3= (e — ew(en) +(Vere) ¥
- (— Spur w? + 5w) v, H

LEMMA 6.2.2. Sei U ein positiver Spinor auf T? ohne Nullstellen und w durch
(6.2.1) definiert, dann gilt:
2dw = 1K dvol.

Hierbei sind K und dvol Gaufsche Kriimmung und Volumenform von T2.

Beweis. Die Kriimmung des Biindels der positiven Spinoren ist
R)E(J,;P(‘I’) = (VXVY - VyVyx — V[X,Y]) v
= (X (w(Y)) =Y (w(X)) —w([X,Y]) ¥ = dw(X,Y)¥
Nach [LaM89, IT Theorem 4.15] ist aber andererseits
R?y(‘l’) = (1/2)(Rx,y (e1), e2)v(e1)v(e2) ¥ = (—i/2)(Rx,y(e1), e2) ¥

fiir ein positiv orientiertes orthonormales Rahmenbiindel (eq, e5). Hierbei benutzen
wir unsere Vorzeichenkonvention aus Abschnitt 2.1:

v(er)v(ez) s+ = —iid.

Diese Konvention stimmt mit[LaM89, 15.12] iiberein.

Setzen wir nun X = e; und Y = e,, dann folgt
dw(ey, er) = %K

und somit das Lemma. O
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Nun wollen wir w in Real- und Imaginérteil zerlegen. Sei also w = wg + iw; mit
reellen Formen wg und wy. Dann ist

wr(X) [W]* = Re(Vx ¥, ¥) = (1/2) Re (X ((T, T))) = X (|P]) [¥].

Setzen wir also fr := log |¥|, so ist wp = dfg. Der Realteil von w ist somit exakt.

Nun wollen wir den Imaginérteil von w untersuchen. Hierzu machen wir eine Hodge-
Zerlegung

1
wr =df; + 2rwy + Eé(u dvol)

in das Differential einer reellen Funktion f;, in eine harmonischen 1-Form wy und
in das Kodifferential der 2-Form u dvol. Die Vorfaktoren 27 und 1/2 fiigen wir ein,
damit die Notation analog zu den anderen Teilen dieser Arbeit ist.

Nach Lemma 6.2.2 gilt
Au =K.

Dieses u ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Nach Gleichung (3.1.1) ist u
also gerade die konforme Streckungsfunktion aus Kapitel 3, d.h. g := e 2“g ist eine
flache Metrik.

Die Homologieklasse von wg steht in enger Beziehung zur Spin-Struktur:

PROPOSITION 6.2.3. Sei ¢ ein geschlossener Weg in T?. Und sei x der Spin-
Homomorphismus. Dann gilt

exp/c27riwﬂ(é) = x([d]),

d. h. wy ist eine Realisierung von x als Differentialform.

Beweis. wpy ist geschlossen und die rechte Seite der Gleichung héngt nur von der
Homologieklasse [¢] € H,(T?,7Z) ab. Es reicht deswegen, die Aussage fiir einen Re-
prisentanten der Homologieklasse zu zeigen. Auflerdem reicht es, die Aussage fiir
eine Basis von H,(T?,Z) zu zeigen. Jedes Element solch einer Basis ist aber primi-
tiv. Nach Proposition 3.2.1 wissen wir also, dafl es von einer einfach geschlossenen
Geodaten représentiert wird. Wir konnen somit o.B.d. A. annehmen, dal ¢ eine
einfach geschlossene Geodéte ist und [c] primitiv ist.

Primitive Elemente liegen aber nicht im Kern der Koeffizientenreduktion
r: Hi(T?,Z) — H(T?, Zs).

Deswegen folgt aus Proposition 2.5.3 und der Definition von ga,¢, daBl x([c]) = 1
genau dann gilt, wenn ¢ beziiglich ®, : XTT? — TT? liftet. In diesem Fall definiert
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der Lift V von ¢ einen parallelen Schnitt von X FT? lings c¢. Der Winkel zwischen
U o (t) und V() ist somit

t
/ wr(é) + konst.
0

Da der Winkel aber nach einem Umlauf bis auf ein Vielfaches von 27 gleich sein
muf, gilt

/ wi(é) € 212,
Sl

Ahnlich geht man auch im Fall vor, wenn x([c]) = —1 gilt, d.h. wenn é¢: S* — TM
nicht liftet. In diesem Fall liften wir ¢ : R — T'M und erhalten analog

/ wi(é) € 20T + 7.
Sl

Die Aussage der Proposition folgt nun aus dem folgenden Lemma. O

LEMMA 6.2.4. Der 2-Torus trage eine Riemannsche Metrik g = e*§ mit § flach.
Es sei ¢ eine nicht null-homologe, einfach geschlossene Geodiite in (T?, g). Dann gilt

/cé(udvol) = —/c*du:O

Beweis. Das linke Gleichheitszeichen ergibt sich unmittelbar aus § = — * dx.

Wir liften nun die Metriken ¢ und § und die Streckungsfunktion u auf den Zylinder

Z =R /{[c]).

¢ sei ein Lift von ¢ auf Z. Die Funktion 7 : Z — R" sei konstant 1 in einer Umgebung
von ¢ und habe kompakten Triager. Wir setzen ¢ := exp(2un)g. Nun sei ¢ eine zu
¢ homotope Geoditische auf (Z, §), die aulerhalb des Trigers von n verlaufe. Die
Kurven ¢ und ¢ beranden ein Gebiet G, das homdomorph zu [0, 1] x St ist und somit
Euler-Charakteristik 0 hat. Da ¢ und ¢ Geodéten beziiglich ¢ sind, besagt der Satz
von Gauf3-Bonnet
K;=0.
11"2

Wir nutzen wieder Gleichung (3.1.1) und erhalten
/ A(un) =0,
T2

und da un in einer Umgebung von ¢ verschwindet, ergibt sich mit dem Satz von

Gaufl
/~>|< du = 0. O
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THEOREM 6.2.5. Sei (Psyin(T?), ) eine nicht-triviale Spin-Struktur auf dem 2-
Torus, und ser VU ein positiver Figenspinor von V*V zum FEigenwert \. Dann gilt

min || ( 9 Spi 2 (K u))
A > Ar2dP (p,0)° + )
||‘I’||L1 2 (30 ) 4

wober u die konforme Streckungsfunktion und K die Gauflsche Krimmung von g
bezeichnet.

Da der Kriimmungsterm immer positiv ist, konnen wir hieraus das folgende Korollar
ableiten.

KOROLLAR 6.2.6. Sei (Pspin(T?), @) eine nicht-triviale Spin-Struktur auf dem 2-
Torus, und sei ¥ ein positiver Eigenspinor von V*V zum Eigenwert X\. Dann gilt

A 472 min ||
1]z

in 2
5" (10,0)".

Diese Abschitzung ist nicht nur formal mit Theorem 4.3.4 verwandt. Betrachten wir
beispielsweise den flachen Torus, dann kénnen wir ¥ mit konstanter Lange wéhlen.
Da dann aber die Skalarkriimmung s verschwindet, gilt D? = V*V. Im Fall des
flachen Torus sind die beiden Abschétzungen somit gleich, und beide Abschitzungen
sind im flachen Fall scharf.

Beweis von Satz 6.2.5. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dafl ¥ keine Nullstellen
besitzt. Die Voraussetzungen fiir Ansatz (6.2.1) sind somit erfiillt.

Zunichst driicken wir Gleichung (6.2.2) in Termen von fg, f;, wy und u aus:
Afr — |dfg]* + |df; + 27w + (1/2)8(udvol)|> = A (6.2.3)
Afr — 2{dfr, dfr + 2mwy + (1/2)§(udvol)) = 0. (6.2.4)

Zur Umformung von (6.2.3) nutzen wir
Aelr = (Afr) efr — |de|26fR.
und erhalten
Ael® 4 |df; + 27 wir + (1/2)6(udvol) e/ = Nelr.

Da nun aber e/? = |¥|, folgt nach Integration iiber T?
/Tz AW| = /T \dfy + 2mwir + (1/2)8(u dvol)[2 ).
Hieraus ergibt sich sofort die Abschitzung

min |¥|
(27 w32 + (1/4) | dul?.)

— e

min || ( 9 Spi 2 (K u))
> A2 dyP " (0, 0) 4+ ——2 ) . 0
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6.3 Abschitzung nach oben

In diesem Abschnitt sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
zwei Spin-Strukturen Pg; (M) und Pg,;, (M). Die zugehorigen Spinorbiindel seien
Y1 M und ¥y M, die Dirac-Operatoren D; und D,. Wir wollen eine obere Abschét-
zung fiir den ,Abstand“ der Spektren von D; und D, finden. In [Fr84] benutzte
Friedrich auch dhnliche Methoden, um das Spektrum des flachen Torus zu berechnen.

Die Differenz der beiden Spin-Strukturen ist ein Homomorphismus
x € Hom(m (M), Zy) = H' (M, Zy) = H\(M, Zs)*

(sieche Abschnitt 2.4).

Wir bilden nun das Geradenbiindel L, iiber M

L, = M xy C,
wobei M — M die universelle Uberlagerung ist, und erhalten
S M =YM®L, und M =¥M®L,
im Sinne von (getwisteten) Spinor-Biindeln.

Der folgende Satz zeigt nun, dafl die L*°-Spin-Struktur-Metrik aus Abschnitt 2.4
eine obere Schranke fiir den ,,Abstand®“ der Spektren von D; und Dy bildet.

SATZ 6.3.1. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) trage zwei Spin-Strukturen

P (M) und P, (M). Dann kann man die Eigenwerte (X ;)jez von D; so nume-

rieren, dafs .
|)\1aj - )\2,j| S 2m dcsxlv)m (Pslpin(M)a PSQpln(M))

fiir alle 5 € 7Z.

Falls die Differenz von P, (M) und Pg;, (M) nicht als Differentialform realisierbar
ist, gibt der Satz jedoch leider keine Information iiber den Abstand der Spektren.

Beweis. Sei f eine Realisierung von y als Stammfunktion. Dann definiert
K : M =¥ M® L, =M
S1,M>V = ¥® f(p)

einen Vektorbiindelisomorphismus von ;M nach »sM und sogar einen unitéiren
Isomorphismus von L?(3; M) nach L?(3,M). Es gilt also fiir einen Schnitt ¥ von

S M
grad f

7 v,

(K 'oDyo K)(¥) =D+
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Somit sind die Operatoren D; und D, bis auf den beschrankten Operator gradf -
konjugiert. Nun folgt mit
grad f = 2mi fw?

der Satz. O

KOROLLAR 6.3.2. Der 2-Torus T? trage eine beliebige Riemannsche Metrik g und
eine nicht-triviale Spin-Struktur (Pspin(M), ¢). Dann sind die zwei kleinsten Eigen-
werte von D? kleiner oder gleich

472 digi“(go, 0)2.

Beweis. (M, g) hat beziiglich der trivialen Spin-Struktur zwei harmonische Spino-
ren. Hiermit folgt das Korollar aus dem Satz. O

Beispiel 1. Auf den flachen Tori mit nicht-trivialer Spin-Struktur sind die ersten
vier Eigenwerte von D? gleich 472 dggi“(go,O)2. Die Abschétzung des Korollars ist
also scharf fiir die ersten beiden Eigenwerte.

Beispiel 2. Wir fiihren Beispiel 2 aus Abschnitt 2.6 fort. Das S'-Biindel T(2k) hat
die Wurzel 7). Angenommen wir haben zwei Spin-Strukturen (Pg;, (M), 1) und
(P3yin(May), ¢2), die durch Twist mit 7 (Proposition 2.6.3) auseinander hervorge-
hen. Dann liefert das Korollar keine Abschétzung: die Differenz der Spin-Strukturen
ist nicht als Differentialform realisierbar, und deswegen gilt d3P™®(y,0) = oo,
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Kapitel 7

Kollabierende S!-Biindel

7.1 Situation

In diesem Kapitel untersuchen wir das asymptotische Verhalten des Dirac-Spek-
trums, wenn die Linge der Fasern kollabiert.

Mehrere Veroffentlichungen beschéftigen sich bereits mit der Frage, wie sich das
Spektrum des Laplace-Operators auf Funktionen verhélt. Bei nach oben und un-
ten beschriankter Schnittkriimmung zeigte Fukaya in [Fu87], dafi das Spektrum des
Laplace-Operators auf Funktionen unter Kollaps konvergiert. Es besteht jedoch we-
nig Hoffnung, daf sich das Spektrum des Dirac-Operators unter diesen recht allge-
meinen Voraussetzungen dhnlich verhélt. Wir wollen uns deswegen auf Riemannsche
Submersionen mit kollabierenden S!'-Fasern beschrinken. Die von uns verwendeten
Methoden sind verwandt zu den Methoden von Bérard-Bergery und Bourguignon
in [BeB82|. Diese beiden Autoren spalten den Laplace-Operator in einen vertika-
len und einen horizontalen Anteil auf. Auf &hnliche Art und Weise wollen wir in
diesem Kapitel den Dirac-Operator aufspalten. Im Gegensatz zu Bérard-Bergery
und Bourguignon werden wir aber bei einigen Ergebnissen ohne die Voraussetzung
auskommen, dafl die Fasern total-geodétisch sein sollten. Unsere Ergebnisse gelten
sogar fiir manche kollabierende Familien, deren Kriimmung nicht beschrinkt ist.

Wir nehmen also an, da S! frei und isometrisch auf der kompakten, zusammen-
héngenden, (n + 1)-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, §) operiert.
Wir fassen M™*! als Totalraum eines S'-Hauptfaserbiindels {iber dem Basisraum
N™ .= M™*1 /St auf.

Der Basisraum trage die eindeutig bestimmte Metrik ¢, so dafl
. (MJ g)—>(Na g)
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eine Riemannsche Submersion ist.

Dieses S'-Hauptfaserbiindel hat eine eindeutige Zusammenhangs-1-Form
iw:TM — iR,
so daf} ker w|,, fiir alle m € M beziiglich g senkrecht zu den Fasern steht.

Die S'-Operation induziert ein Killing-Vektorfeld K. Die Fasern von M — N sind
genau dann geoditisch, wenn ¢ := |K| konstant in m € M ist. Die Linge einer Faser
ist 27/. Die Metrik ¢ auf M wird vollstindig durch w, ¢ und ¢ charakterisiert wird.

Die S'-Operation auf M induziert eine S'-Operation auf Pso(M). Wir nennen eine
Spin-Struktur @ : Pspin(M) — Pso(M) projizierbar, wenn die S'-Operation auf
Pso (M) auf Psyin (M) liftet. Ansonsten nennen wir sie nicht-projizierbar.

Jede projizierbare Spin-Struktur auf M induziert eine Spin-Struktur auf N wie folgt:
Sei @ : Pspin(M) — Pso(M) eine projizierbare Spin-Struktur auf M. Wir definieren
PsomyM als die Menge aller ON-Rahmen iiber M, deren erster Vektor K// ist. Nach
Identifikation von Pso(N) mit Psom)M/S" ist dann ¢~ (PsomyM)/S" ein Spin(n)-
Biindel iiber N, und ¢ definiert eine zugehorige Spin-Struktur iiber N.

Umgekehrt induziert jede Spin-Struktur auf N eine projizierbare Spin-Struktur auf
M mittels Pullback: Sei ¢ : Pspin(N) — Pso(N) eine Spin-Struktur auf N. Dann ist
¢+ T Pspin (V) = 7 Pso(N) =: Psom)M eine O, : Spin(n) — SO(n)-dquivariante
Abbildung. Wir vergrofiern die Struktur-Gruppe auf Spin(n+1), d. h. wir definieren
mit Hilfe von

(,5 = 7T*g0 Xo, @n-l-l : W*PSpin(N) XSpin(n) Spin(n + 1) — PSO(n)M XSO(n) SO(n + 1)

eine Spin-Struktur auf M.

Projizierbare Spin-Strukturen und projizierbare Spinoren wurden fiir allgemeine
Strukturgruppen bereits von Moroianu [Mo096] untersucht.

Wir betrachten nun eine Familie (M;, §;)icr derartiger Mannigfaltigkeiten mit ent-
sprechenden 7y, ¢, und w; iiber einer gemeinsamen Basismannigfaltigkeit (N, g). Die
Faserldngen 27/, sollen fiir ¢ — oo gleichméfig gegen 0 konvergiert. Zu dieser Si-
tuation sagen wir: M, kollabiert gegen N fiir t — oo. Wir wollen untersuchen, ob
ein Teil des Spektrums des Dirac-Operators unter Kollaps konvergiert. Es wird sich
dabei herausstellen, dafl die Konvergenzeigenschaften stark von den Spin-Strukturen
abhéngen. Sind die Spin-Strukturen aller M, projizierbar und induzieren sie dieselbe
Spin-Struktur auf /N, dann sehen wir im kommenden Abschnitt, dafl es bei geeig-
neten Schranken an w; und grad/; konvergierende Eigenwerte gibt. Tragen jedoch
alle M, nicht-projizierbare Spin-Strukturen, dann divergieren alle Eigenwerte des
Dirac-Operators gegen +oo (Abschnitt 7.3).
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In diesem Kapitel wollen wir wieder die folgende Konvention benutzen: Wenn wir
davon sprechen, daf§ ein Operator die Eigenwerte (j;)jen hat, wollen wir immer
annehmen, daf} jeder Eigenwert entsprechend seiner Multiplizitdt wiederholt wird.

7.2 Kollaps bei projizierbarer Spin-Struktur

SATZ 7.2.1. Sei (N, g) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit, die ein komplezes
Vektorbiindel E — N mit einem metrischen Zusammenhang V¥ trigt. Die Eigen-
werte des getwisteten Dirac-Operators D¥ auf YN ® E — N seien (u;)jen. Sei
(My, g;) eine Familie Riemannscher Mannigfaltigkeiten, auf denen S* frei und iso-
metrisch operiert, und (M, g;) — (N = M;/S',g) seien Riemannsche Submersio-
nen. Die Spin-Strukturen auf den M, seien durch die Spin-Struktur auf N induziert.
Wie oben sei 2wl, die Faserlinge und iw; die Zusammenhangs-1-Form von My — N.
Auferdem gelte

14; - dwi||oo — 0 und ||€y]|so — O fiir t — oo

« = limsup ||gradly|| < 1 (7.2.1)
t—00

Dann konnen wir die Eigenwerte (A k(1)) ;e rez des getwisteten Dirac-Operators D!
auf XM, @ m; E — M, so numerieren, dafl gilt:

(1) Fir alle e > 0 gibt es ein ty € R, so daf fir allet >ty und j € Nk € Z — {0}
gilt
144112 X (8)* > |K| (|| — @) — e

Unter anderem haben wir also \jx(t)* — oo fiir t — co.
Falls M; und wy von t unabhdngig sind, dann gilt aufSerdem fiir alle j € N, k €
7 — {0}

2
lim sup (min 4,(p))” Ajx(t)” < || (k| + a).

t—00 peEN

Diese Schranke nach oben ist aber nicht gleichmdflig in j und k.
(2) Wenn n=dim N gerade ist, dann gilt fir t — oo
Ajo(t) = py-
Hingegen fiir n = dim N ungerade erhalten wir

Agj10(t) = py
A2jo(t) = — 1
In beiden Fillen ist die Konvergenz der Eigenwerte \jo(t) gleichmdfig in j.
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Bemerkungen

(1) Wenn die S'-Biindel-Isomorphie-Klasse von M, nicht von ¢ € R abhéingt und
die Familie (M, g;) glatt in ¢ ist, konnen die Eigenwerte von D! auch stetig in
t gewdhlt werden.

(2) Im Gegensatz zum Fall, da8 ¢;(p) konstant in p ist (Abschnitt 7.4), bekommen
wir in Satz 7.2.1 fiir k£ # 0 nur eine Abschétzung an den Betrag der Eigenwerte
von D', nicht aber fiir das Vorzeichen der Eigenwerte.

(3) Die Methoden aus Abschnitt 6.1 lassen sich auch auf unsere Situation iiber-
tragen, d. h. auf den Fall eines kollabierenden S'-Hauptfaserbiindels mit isome-
trischer Operation von S'. Wir erhalten zu Satz 7.2.1 bzw. Satz 7.3.2 analoge
Abschétzungen. Dies funktioniert sogar fiir o« < 2 (Satz 7.2.1) bzw. a < 1
(Satz 7.3.2). Vergleiche hierzu auch die Bemerkung bei Satz 7.3.1.

Im Beweis des Satzes wollen wir der einfachen Darstellung zuliebe annehmen, daf
E ein triviales Geradenbiindel ist. Fiir nicht-triviales ' muf} jedes Spinor-Biindel
iber N bzw. M; mit E' bzw. 7} E/ getwisted werden.

Um Satz 7.2.1 zu zeigen, schreiben wir den Dirac-Operator D' als Summe eines
,vertikalen Dirac-Operators®, eines , horizontalen Dirac-Operators® und eines Terms
nullter Ordnung.

Um den vertikalen Dirac-Operator zu definieren, benétigen wir die Lie-Ableitung von
Spinoren entlang der S'-Fasern. Die Operation von S' auf PsyinM; induziert eine
Operation S* auf XM, = Pspin(M;) Xspin(nt1) Zn+1, die wir £ nennen wollen. Ein
Spinor mit Basispunkt m wird unter x(e’*) auf einen Spinor mit Basispunkt m - e’
abgebildet. Wir definieren die Lie-Ableitung eines glatten Spinors W in Richtung des
Killing-Felds K durch

d —1i$ s
Le(U)(m) = - k(™) (¥(m - e")).
S 5=0
In [BoG92] und [Ko72] werden Lie-Ableitungen von Spinoren in grofierer Allgemein-
heit diskutiert. Da Lx das Differential einer Darstellung der Lie-Gruppe S!' auf

L?(XM,) ist, bekommen wir die Zerlegung

L*(EMy) = P Vi

keZ

in die Eigenriiume Vj; des Operators Lx zum Eigenwert ik, k € Z. Diese S'-
Operation kommutiert mit dem Dirac-Operator auf M;, und deswegen wird diese
Zerlegung vom Dirac-Operator erhalten.
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Nun wollen wir die Differenz zwischen der kovarianten Ableitung und der Lie-
Ableitung in Richtung von K berechnen. Wir benutzen hierbei immer die Konven-
tion, dafl die Operation einer r-Form 3 auf den Spinor ¥ durch

7(6)\1! = Z ﬂ(eiU"'aeir)’Y(eil)"'7(6%)‘1[

1< <l

beschrieben wird, wobei die e; eine Orthonormalbasis des Tangentialraums bilden.

LEMMA 7.2.2. Fir jeden glatten Schnitt ¥ von M, gilt
2

~ -~ ! = 1 =
V¥ — LV = Zt y(dwy) ¥ — iy(K/Et)v(gradét)\If

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir einige Notationen festlegen. In diesem Kapitel
soll der horizontale Lift von X € TN immer mit X € T M, bezeichnet werden. Sei
(fi,---, fn) ein lokales ON-Rahmenfeld auf der offenen Teilmenge U C N, und sei
A ein Lift auf die Spin-Struktur. Dann ist (ey := K/{;, €1 := fiom, ... en = fn o)
ein lokales ON-Rahmenfeld auf 7, ' (U) mit Lift 7} A.

Unter Benutzung der Koszul-Formel kénnen wir die Christoffel-Symbole f‘fj zZu
(€9, -..,e,) berechnen. Wir bekommen Ausdriicke, die die Christoffel-Symbole Ffj
zu (fi,. -, fn), die Kriimmungsform dw; des S'-Biindels und die Liinge /; enthalten.
Fiir 4,5,k € {1,...,n} erhalten wir

. A

Ik =Tk —T9. =Ty =T} = = dwi(es, €))

o 2 (7.2.2)
I =T =0 L8 = —Tho = fi(6)/ 0,

Beziiglich der obigen lokalen ON-Rahmenfelder auf M; und N wenden wir nun Glei-
chung (2.1.1) fiir M; an und erhalten fiir einen lokalen Schnitt ¥ = [A, o]

—VK[A o] = [A ool + = Z 1—‘0]7 (e;)v(er)[A4, o]

by jk: 0
=7 [A kol + g kzl dw(ej, ex)y(ej)y(ex)[A, o]
1 & L &N fi(l)
-3 M Conteniaa+ 3 D e o

E
14,00+ L (dw) 4,0 -
t
Aufgrund der Wahl unserer Rahmenbiindel gilt aber
[,K[A, O'] = [A, aKO'],

und somit folgt das Lemma. O
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Nun assoziieren wir zum S'-Biindel m; : M; — N das komplexe Geradenbiindel
L, := M, x4 C, wobei der Zusammenhang durch iw, gegeben ist.

LEMMA-DEFINITION 7.2.3. Sein gerade. Zu jedem t gibt es eine Isometrie von
Hilbertrdumen
Qi L*(EN® L %) = Viy

mit folgenden FEigenschaften: Die horizontale kovariante Ableitung ist durch

X(t)
20,

V5 Qea(W) = Qo) + K/ L)1 (T)Qus(W) — " u ()

gegeben, wobei Wy das Vektorfeld auf N ist, das dw,(X,-) = (WX,> erfillt. Die
Clifford-Multiplikation bleibt erhalten, d. h.

Qri(V(X)V) = ’Y(X)th(‘l’)

Beweis. Da n gerade ist, haben wir ¥, = ¥, .. Wir definieren eine Vektorbiin-
delabbildung

I, :SM, - SN ® L*
(m, 77 A, 0]) = (m(m), [A, /21l (m(m)) 0] @ [m, 1]7F).

Hierbei bezeichnet [7fA, o] (bzw. [A, o], [m,1]) die Aquivalenzklasse von (7}A, o)
(bzw. (A,0), (m,1)) in 7} Pspin(N) Xspinn) En = My (bzw. Pepin(N) Xspin(n) En =
YN, bzw. M; xg1 C = L;). Diese Biindelabbildung ist faserweise ein Vektorraum-
isomorphismus, der die Clifford-Multiplikation erhélt. Deswegen gibt es fiir jeden
Spinor ¥ : N — N ® L; ¥ ein eindeutiges Q4 ,(V), so daf

Qi ()
M, S M,
Tt Hk
N YN® L "

kommutiert. Aus diesem Grund ist @4, ein wohldefinierter Homomorphismus von
Hilbertrdumen und die Injektivitéit folgt aus der Surjektivitat von ;. Aufgrund des
Faktors /27l (m(m)) ist Qk zudem eine Isometrie auf sein Bild. Dieses wollen wir
nun bestimmen.
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Fiir jeden Schnitt ¥ von M, erhalten wir
T € bild(Qx,)
— Tl 0 ¥(m) =TI 0 U(me’*) Ym € M,, e € S
= U(m) = e * k(e )V (me) Ym € My, e € S
— ikU = LU
Deswegen ist das Bild von Q) genau Vj ;.

SchlieBlich bleibt noch die Formel fiir die horizontale Ableitung zu zeigen. Wir be-
weisen es lokal fiir X = f;, der allgemeine Fall folgt hieraus unmittelbar. Wie zuvor
benutzen wir (2.1.1) und (7.2.2).

ViQri(¥) = Qr (V5 P) iz T (K/ ) (e) Qe (W)

fi(lh)
20,

Qe (V)

fi(ly)
2€t

S F (e (K0 Qua() ~

= QuV ) + (<)) @ee0) - P )

Beweis von Satz 7.2.1 fiir gerades n. Wir definieren den horizontalen Dirac-

Operator als den eindeutig bestimmten abgeschlossenen linearen Operator DY :
L*(XM;) — L*(XM,), der auf jedem Vj; durch

Dfl = Qk,t oD'o Qk,t_l

gegeben ist, wobei D hier den (getwisteten) Dirac-Operator auf SN ® L; ¥ bezeich-
nen moge.

Auflerdem definieren wir den vertikalen Dirac-Operator
Dy = v(K/t;) Lk
und einen Term nullter Ordnung

Zy = —(1/4) y(K/l) y(dwr).

Unter Benutzung von Lemma 7.2.2 und Lemma 7.2.3 kénnen wir den Dirac-Operator
D' als Summe ausdriicken:

n

Bt = Z 7(6i)vei

1=0

1
= EDt + D} + 0,7,
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Da D}, v(K/¢;) und Z;, mit der S*-Operation kommutieren, kommutieren sie auch
mit deren Differential L. Die obige Aufspaltung respektiert also die Zerlegung
L*(SM,;) = @ Vi, in die Eigenriume von Lx. Man sieht nun sofort, daf die Ei-

genwerte von 5t|V0t gegen die Eigenwerte von D} konvergieren. Hieraus folgt (2).

Wir wollen nun begriinden, wieso v(K/¢;) und D} antikommutieren. Hieraus folgt
dann auch, dafl D!, := v(K/{;) Lk und D} antikommutieren. Wir wissen, daf}

Y(K/)Qua(¥) = Qs (cv(dvol,) ¥)

mit einem ¢ € {1,i, —1, —i}, das von n und der Darstellung von Cl,,; abhingt. Da
v(dvol, ) mit jedem getwisteten Dirac-Operator auf N antikommutiert, schliefen wir
daraus, daf v(K/¢;) mit D} antikommutiert.

Es gilt nun
1 1
e L _ Lo
Dig =7 Di+ v(grad (1/4,) ),
und unter Benutzung von D! D} + D} D! = 0 erhalten wir
1 1
D} (—Df,) + (—Df,) D} = ’y(grad(l/ét))Df,.
t b
Wir nehmen jetzt das Quadrat des Operators A’ := (1/¢,) D!, + D}, und bekommen
1 2 2 y(grad f;)
e _ t t\° _ t
(A2 = 7 (D!)" + (DY) —

Nun setzen wir oy := ||grad ¢;||. Fiir U e Vit mit k # 0 gilt dann

(A8, 5) = ((’“ (DY) - Z-ﬂ(gfa“t”(ef”) w)M

w = \\# 7" 2

k? o [kl =
> — — U

0 —0) (g )

I 7]

Die Eigenwerte von (A’)?|;.  sind also grofier gleich (|k| (|%| —at))/||€t||go. Da (; - dw,
ein beschrinkter Operator ist, dessen Norm fiir ¢ — oo verschwindet, verschwindet
im Limes auch der Term nullter Ordnung. Somit folgt der erste Teil von Aussage (1).

Seien nun M; und w; unabhiingig von ¢t. Dann sind auch L; und D' unabhingig
von t. Wir schiitzen in die andere Richtung ab und erhalten analog

(4 Qua(®), Q@) . < (D)’ Qual®), Quelw))

My
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k| ([F] + )
(minpeN Et(p))
= (0 w.),
k| (k] + )
(minpeN Et(p))

5 (Qet(V), Qea(P))yy,

5 (Qet(V), Qea(P))yy,

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit (minyey £ (p))?, dann wird fiir einen gege-
benen Spinor ¥ der erste Summand der rechten Seite im Limes ¢t — oo klein. Also
bekommen wir die zweite Ungleichung. O

Beweis von Satz 7.2.1 fiir ungerades n. Im Fall ,n ungerade” ist der Beweis
ganz dhnlich, aber wir miissen einige Modifikationen vornehmen, da nicht mehr die
Gleichheit 3,1 = ¥, besteht.

Fiir die Standardbasis E,...,FE, € R* und E, ..., E, € R*"! definieren wir das
Volumenelement durch

n+1

Up =1 2 y(Ey)---y(E,) € Cl(n+1).
Das Quadrat ist die Identitdt und hat deswegen die Eigenwerte 1. Sei
St = 5 03

die Zerlegung in die Eigenriume. Diese X(*) sind die beiden irreduziblen Darstellun-
gen von Cl(n). Die Clifford-Multiplikation v(Ey) antikommutiert mit v, und liefert
deswegen einen Isomorphismus von ¥(*) nach ¥{7). Dieser Isomorphismus #ndert
das Vorzeichen von v(E;) fiir i > 0 da v(Ey)y(E;) = —v(Ei)v(Ey).

Die zugehérigen Spinor-Biindel nennen wir nun ) N. Lemma 7.2.3 ist nun giiltig
mit

Qre: (SN @ SON) @ L) = Vi

Mit denselben Argumenten wie im gerade-dimensionalen Fall kénnen wir zeigen, daf
im Fall £ # 0 die Eigenwerte von D£|Vk,t gegen +00 konvergieren und die entsprechen-
den Abschitzungen erfiillen. Und fiir £ = 0 konvergieren sie gegen die Eigenwerte
von D}, die mit den Eigenwerten des Dirac-Operators auf YN @ SN diber-
einstimmen. Die Zahl ) ist genau dann Eigenwert des Dirac-Operators auf S(H) N,
wenn —\ ein Eigenwert des Dirac-Operators auf ()N ist. Dies vervollstindigt den
Beweis von Satz 7.2.1. O
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7.3 Kollaps bei nicht-projizierbarer Spin-Struk-
tur

Im Falle einer nicht-projizierbaren Spin-Struktur bekommen wir ein &hnliches Resul-
tat mit einer stirkeren Einschrinkung an «. Die Variable £ aus dem Beweis nimmt
aber keine ganz-zahligen Werte an, sondern

1
kelZ+ —.
€ -|-2

Es werden deswegen alle Eigenwerte divergieren.

Aus der Tatsache, daB ¢ : Psyin(M) — Pso(M) eine nicht-projizierbare Spin-
Struktur auf M ist, konnen wir weder schlielen, dafl N spin ist, noch dafl N nicht
spin ist. Tatséchlich ist in diesem Fall N genau dann spin, wenn M — N eine
Wurzel im Sinne von S!'-Biindeln hat. Denn ist NV spin, dann existiert auf M eine
projizierbare Spin-Struktur ¢y. Die Differenz von ¢ und ¢, ist ein Homomorphismus
m (M) — Zs, der die Voraussetzungen von Proposition 2.6.2 erfiillt. Haben wir um-
gekehrt einen Homomorphismus 71 (M) — Zs wie in Proposition 2.6.2, dann kénnen
wir ¢ damit twisten und erhalten eine projizierbare Spin-Struktur auf M und somit
eine Spin-Struktur auf N.

Beispiel 1. Das Biindel N x S' — N mit N spin besitzt eine Wurzel, deswegen hat
N x S' mindestens eine projizierbare und eine nicht-projizierbare Spin-Struktur.

Beispiel 2. Das Biindel My, = Ty, \Hz — T? besitzt ebenfalls eine Wurzel, der
Totalraum My, hat 4 projizierbare und 4 nicht-projizierbare Spin-Strukturen.

Beispiel 3. Betrachten wir die Hopf-Faserung h, : S?¢™' — CP?. Die Spin-Struktur
auf S?7t1 ist eindeutig — das Biindel hat keine Wurzel. Diese Spin-Struktur ist somit
genau dann projizierbar, wenn CP? spin ist, also wenn ¢ ungerade ist.

Bevor wir einen Satz iiber das Spektrum bei Kollaps aufstellen, wollen wir einen
verwandten Satz formulieren, der eine Abschitzung des kleinsten Eigenwerts von
D? fiir ein festes S'-Biindel mit kurzer Faser ergibt. Die Clifford-Norm ||n||a einer
2-Form n auf M definieren wir als die Operator-Norm von v(n) € End(T'SM).

SATZ 7.3.1. Sei (M, §) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, auf der S' frei und
isometrisch operiert. Die Spin-Struktur auf M sei nicht projizierbar. Der Quotient
N = M/S" trage die Metrik g, fir die M — N eine Riemannsche Submersion
ist. Sei E — N ein komplezes Geradenbiindel tiber N, und sei VE ein metrischer
Zusammenhang auf E. Auferdem sei ||grad || < 1/2.

Dann erfiillen alle Figenwerte (\;);cz des getwisteten Dirac-Operators D auf ¥M ®
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B — M die Abschditzung

V1-2lgradlle | dwlla
|Ai| > — .
2/t 1

Bemerkung. Dieser Satz liefert nur eine Abschétzung, falls ||grad ||, < 1/2. Bei
kleinem ||¢ dw||» ist dies dquivalent dazu, dal die Eigenwerte von Holsy,, — das ist
der Paralleltransport von £M lidngs der Fasern — die Form expix; mit (7/2) —e <
|kj| < 7 mit einem kleinen £ haben. Im Gegensatz dazu liefert Satz 6.1.4 eine
Abschétzung des kleinsten Eigenwerts von V*V, wenn 0 < min |k;| < 7; dies wiirde
einer Voraussetzung ||grad £||,, < 1 entsprechen. Ist also z. B. die Skalarkriimmung
beschrinkt und sind die Fasern kurz, dann gibt uns Satz 6.1.4 zusammen mit der
Weitzenbock-Formel (Proposition 2.1.1) eine bessere Abschitzung mit schwicheren
Voraussetzungen.

SATZ 7.3.2. Sei (M, g;) eine Familie von S-Biindeln diber (N, g), die die Voraus-
setzungen des vorangehenden Satzes fiir ein festes g erfillen. Auferdem gelte noch

14; - dwil|so — 0 und ||l;||oc — O fiir t — oo (731)
a = limsup,_, . ||grad || < 1/2 o

Dann divergieren alle Eigenwerte des getwisteten Dirac-Operators Dt auf XMy ®
;B — M. Wir kinnen seine Eigenwerte (Xj(t))jenkez+/2) Sogar so numerieren,

daf$ gilt:

(a) Fiir alle e > 0 gibt es ein ty € R, so daf fir allet >ty und j € Nk € Z+(1/2)
qilt
1615 Ague()” = K] (Jk| — @) — e.

(b) Falls My und wy unabhdngig von t sind, dann gilt auferdem fir alle j € N,k €
7+ (1/2)

lim sup
t—00

(minti(p)” e 0?)] < 1K (1] + ).

Diese Schranke nach oben ist aber nicht gleichmdfig in 7 und k.

Beweis der beiden Sidtze. Dieser Beweis ist eine Variation des Beweises von
Satz 7.2.1. Wir wollen uns auf den Fall beschrinken, dafl n = dim N gerade ist und
E trivial ist. Die anderen Fille gehen analog.

Wie im projizierbaren Fall kann das SO(n + 1)-Hauptfaserbiindel Pso (M) zu ei-
nem SO(n)-Hauptfaserbiindel Pso(,) (M) eingeschrankt werden. Weiterhin ist P :=
¢~ (Psom)(M)) ein Spin(n)-Hauptfaserbiindel iiber M.
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Die Operation von S' = (R/27Z) liftet nicht auf P, dafiir aber operiert die zwei-
fache Uberlagerung von S', also S' = (R/4xZ), auf P. Wir definieren Spin®(n)
als Spin(n) xz, S* wobei —1 € Zj das Paar (—A,c) mit (A, —c) identifiziert. Die
Lie-Gruppe Spin®(n) operiert natiirlich auf ¥,,. Die Operationen von Spin(n) und
S' auf P induzieren eine freie Rechtsoperation von Spin®(n) auf P, und deswegen
kénnen wir P als Spin®(n)-Hauptfaserbiindel iiber N betrachten. Nun bilden wir
das Biindel P Xg;,c,) i

Wenn N spin ist, ist dieses Biindel gerade XN ® L3. Wenn aber N nicht spin ist,
1

existiert weder XN noch Lz. Damit dieser Beweis dennoch formal analog zu Beweis

von Satz 7.2.1 bleibt, schreiben wir formal

SN @ L¥% i= P Xgyuc() Zn ® LF.

Wiederum zerfallt
LQ(EM) = @ Vi
k€EZ+2

in Eigenrdume V; von L zu den Eigenwerten k.

Nun fiihren wir eine Zerlegung
D= (1/{)Dy, + Dy, + (Z

analog zum Fall k& # 0 im Beweis von Satz 7.2.1 durch. Hieraus folgt Satz 7.3.1, da
die Operator-Norm von ¢Z gerade gleich ||dw||q /4 ist.

Um Satz 7.3.2 zu beweisen, definieren wir die Spin®-Struktur P, fiir jedes M, wie
oben. Um Aussage (a) zu zeigen, kann man vollig analog wie in Fall £ # 0 des
Beweises von Satz 7.2.1 vorgehen. Fiir Aussage (b) beachte man, daff wir noch
keine Voraussetzung gemacht haben, welche nicht-projizierbare Spin-Struktur M,
tragen soll. Deswegen hingt P, a priori von ¢ ab. Da aber w; und M, konstant
in ¢ sind, gehoren alle Spin®-Strukturen P, zum selben ,,Geradenbiindel® Li/Q. Die
Anzahl derartiger Spin®-Strukturen ist aber #H;(N,Z;) < co. Deswegen kinnen
wir 0. B.d. A. annehmen, daf} die P, fiir alle ¢ isomorph sind. Somit sind auch die

1
YN ® Lf+2 fiir alle ¢ isomorph. Aus diesem Grund koénnen wir ebenfalls wie im
Beweis von Satz 7.2.1 argumentieren. O

7.4 Kollaps bei konstanter Faserlinge

Wir betrachten nun den Spezialfall, dafl die Faserlénge ¢, eine glatte Funktion in ¢ ist,
also auch unabhéingig vom Basispunkt aus N ist. Auflerdem wollen wir annehmen,
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dal M; = M, nicht von ¢ abhéngt. Aus diesen Voraussetzungen folgt auch, daf} sich
g; glatt in ¢ dndert.

In diesem Fall kénnen wir die Aussagen der Sétze 7.2.1 und 7.3.2 noch etwas
verstiarken. Auf einen Beweis soll hier verzichtet werden, da die Beweismethoden

nur geringfiigig abgedndert werden miissen. Einen vollstindigen Beweis fiir diesen
Fall findet man in [AmB97].

SATZ 7.4.1. Sei My — N ein S'-Prinzipalbiindel tiiber der geschlossenen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit N. Der Totalraum My trage eine Familie von Riemannschen
Metriken (g;); mit den Eigenschaften

(1) (My, g:) — (N, g) ist eine Familie von Riemannschen Submersionen,

(2) die Operation von S* ist isometrisch und frei,

(3) die Linge der Fasern 2ml; ist konstant auf N, glatt in t und geht gegen O fiir
t — 00,

(4) die zugehirige Zusammenhangs-1-Form w; ist unabhdngig von t.

Sei E — N ein komplezes Vektorraumbiindel mit metrischem Zusammenhang V.
Die Spin-Struktur auf My sei projizierbar und N trage die induzierte Spin-Struktur.

Wir bezeichnen die Eigenwerte des getwisteten Dirac-Operators DF auf *N ® E —
N mit (p)jen-

Dann, konnen wir die Eigenwerte (X 1(t))jenrez des getwisteten Dirac-Operators D'
beziglich g, auf XMy ®@m;E — My so numerieren, dafs sie stetig von t abhdngen und
so daf fir t — oo:

(1) Fir jedes j € N und k € Z
by N i(t) — k.

Insbesondere, \ji(t) — £oo wenn k # 0.
(2) Wenn n=dim N gerade ist, dann
Ajo(t) = pj.
Andrerseits, wenn n = dim N ungerade ist, dann gilt

Aoj_10(t) =
Agjo(t) = —pj

In beiden Fillen ist die Konvergenz der Eigenwerte \jo(t) gleichmdfig in j.
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SATZ 7.4.2. Sei My — N ein S'-Prinzipalbiindel iiber der geschlossenen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit N. Der Totalraum My trage eine Familie von Riemannschen
Metriken (g;); mit den Eigenschaften

(1) (My, g:) — (N, g) ist eine Familie von Riemannschen Submersionen,
(2) die Operation von S* ist isometrisch und frei,

(3) die Linge der Fasern 2mly ist konstant auf N, glatt in t und geht gegen O fiir
t — 00,

(4) die zugehorige Zusammenhangs-1-Form wy ist unabhdngig von t.

Sei E — N ein komplezes Vektorraumbiindel mit metrischem Zusammenhang V.
Die Spin-Struktur auf My sei nicht-projizierbar und die Spin-Strukturen auf (My, ;)
seien dquivalent im Sinne von Definition 2.3.1.

Dann kinnen wir die Eigenwerte (N i(t))jenpez+1/2) des getwisteten Dirac-Opera-
tors D' beziiglich g, auf Mo @ nfE — My so numerieren, daf sie stetig in t sind
und so daf$ firt — oo gilt

b Npt) =k Vi=1,2,....

Insbesondere haben wir \;(t) — too.

C. Bér wendete diesen Satz an, um die Eigenwerte von CP™ mit Multiplizititen zu
berechnen. Zuvor waren nur die Eigenwerte ohne die Multiplizititen bekannt. Wir
betrachten hierfiir den Kollaps der Hopf-Faserung S*"*! — CP™ bei konstanter
(d.h. von p € N unabhingiger) Faserlinge. Das Spektrum des Dirac-Operators auf
den zugehorigen g; hatte Bér bereits in [B496, Theorem 3.1] berechnet. Wir erhalten

THEOREM 7.4.3 (Bir [AmB97, Theorem 4.6]). Der klassische Dirac-Opera-
tor auf CP™, m ungerade, hat die Figenwerte

1 1
12\/<a1+7m;— ) <a2+7m; )

wobei ay, az € Ny, |a; — as| < mT’l mit Multiplizitit

((L1 +m)!(a2+m)!(a1 +a2+m+1)
a1l as! (a1 +mT+1) (CL2+ mT“) m! (a1 —a2+mT_1)! (a2 —a; + mT_l)'




Kapitel 8

Isospektrale Deformationen

In diesem Kapitel wollen wir studieren, wie stark man eine Riemannsche Mannig-
faltigkeit verdndern kann, ohne daf} sich das Spektrum des Dirac-Operators dndert.
Einige Gréflen der Riemannschen Geometrie kénnen aus dem Spektrum herausgele-
sen werden, z. B. die Dimension der Mannigfaltigkeit und ihr Volumen. Andern wir
also die Dimension oder das Volumen, dann ist klar, daf3 sich auch das Spektrum
dndern wird.

Ahnliche Betrachtungen wurden bereits intensiv fiir andere Spektren angestellt:
das Spektrum des Laplace-Operators auf Funktionen, das Spektrum des Laplace-
Operators auf Formen, das Lingenspektrum und das markierte Lingenspektrum.
Fiir uns ist das Ldngenspektrum einfach die Menge aller Langen von geschlossenen
Geodéten. Das markierte Lingenspektrum ist fiir uns eine Abbildung, die jeder freien
Homotopieklasse [c]e; die Menge

{Lénge(c') ‘ ¢ geschlossene Geodiite, ¢’ € [C]frei} CR

zuordnet. Der Leser beachte aber, dafl in der Literatur teilweise auch andere Defi-
nitionen iiblich sind.

Um die Fragestellung anzugehen, wollen wir einige allgemeine darstellungstheoreti-
sche Methoden auf den Dirac-Operator iibertragen, mit Hilfe derer wir Isospektra-
litdt nachweisen oder widerlegen konnen, und hiermit einige Beispiele diskutieren.

Die Beispiele, die wir betrachten, sind Riemannsche Nilmannigfaltigkeiten, das sind
kompakte Quotienten I'\G einer einfach zusammenhéngenden nilpotenten Lie-Grup-
pe G zusammen mit einer Metrik, deren Lift auf G linksinvariant ist. Beispiele sind
Tori oder die Heisenberg-Mannigfaltigkeiten (Beispiel 2 aus Abschnitt 2.6).

Viele in der Literatur vorgestellte Beispiele Laplace- und Léngen-isospektraler Man-
nigfaltigkeiten sind Nilmannigfaltigkeiten. Milnor gab in [Mi64] das erste Beispiel

129
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eines Paares von Riemannschen Mannigfaltigkeiten an, die nicht isometrisch sind,
aber dennoch dasselbe Spektrum des Laplace-Operators auf Funktionen haben. Dies
waren 16-dimensionale Tori.

Gordon und Wilson [GoW84] konstruierten eine stetige Familie von nicht-isometri-
schen Riemannschen 2-stufigen Nilmannigfaltigkeiten, die konstantes Laplace-Spek-
trum fiir Funktionen und Formen haben. Es waren die ersten Beispiele einer nicht-
trivialen Laplace-isospektralen Deformation. Diese Familie und andere Deformatio-
nen vom Gordon-Wilson-Typ, d.h. Deformationen mittels fast innerer Automor-
phismen, haben auch konstantes markiertes Lingenspektrum.

Fiir 2-stufige Riemannsche Nilmannigfaltigkeiten konnte andererseits Patrick Eber-
lein [Eb94, Theorem 5.20] zeigen, dafl zwei Mannigfaltigkeiten mit demselben mar-
kierten Lingenspektrum durch fast innere Automorphismen auseinander hervorge-
hen; sie haben somit auch das gleiche Laplace-Spektrum.

Es stellte sich deswegen die Frage, ob die Isospektralitit des markierten Léngen-
spektrums immer auch Isospektralitdt des Laplace-Operators auf Funktionen und
Formen impliziert.

Dafl diese Vermutung falsch ist, zeigte Gornet, indem sie die darstellungstheoreti-
schen Methoden von Gordon und Wilson weiter ausbaute und auf die kompliziertere
Klasse der 3-stufigen Nilmannigfaltigkeiten anwendete. Gornet [Go97| konstruierte
zwei Familien von Deformationen von 3-stufigen Riemannschen Nilmannigfaltigkei-
ten, die isospektral fiir den Laplace-Operator auf Funktionen und fiir das markierte
Langenspektrum sind, die aber nicht isospektral fiir den Laplace-Operator auf 1-
Formen sind.

Wir werden jetzt viele der angesprochenen Beispiele auf Dirac-Isospektralitéit hin
untersuchen. Das Spektrum des Dirac-Operators wird sich teilweise wie die obigen
Spektren verhalten, besitzt aber einige neue Phéinomene. Unter anderem héngt das
Spektrum von dem Spin-Homomorphismus x : I' — {—1, 1} ab. Als Beispiel hierfiir
betrachten wir einen 2-Torus. Dessen Dirac-Spektrum enthélt genau dann die Null,
wenn die Spin-Struktur trivial ist. Ein weiteres Beispiel sind die oben angesproche-
nen Gornetschen Deformationen. Diese Familien sind einerseits Dirac-isospektral fiir
,hicht-projizierbare Spin-Strukturen, aber andererseits nicht Dirac-isospektral fiir
,projizierbare* Spin-Strukturen.

Wir werden in diesem Kapitel einige Resultate aus der Kirillov-Theorie bendti-
gen, das ist die Theorie unitirer Darstellungen von nilpotenten Lie-Gruppen. Eine
gut ausgearbeitete und ausfiihrliche Darstellung der Kirillov-Theorie findet man in
[CoGI0], eine kompaktere in [Ki62].

Sei L2(I'\G) der Raum aller komplex-wertigen quadrat-integrierbaren Funktionen
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auf G, die die y-Aquivarianzbedingung

f(909) = x(90) f(g) fiiralle gp € 'und g € G

erfiillen. Die nilpotente Lie-Gruppe G operiert hierauf vermoge der rechtsreguldren
Darstellung

R:G — End(L(I\G))
Jgo — (R(go) e f( 90))-

Sei nun I” eine weitere kokompakte diskrete Untergruppe von G und y' : " —
{—1,1} ein Homomorphismus. Wir nennen (T, x) und (I, x) darstellungsiquivalent,
wenn die rechtsreguldren Darstellungen auf L?(I'\G) und auf L2, (I"\G) isomorph
im Sinne von G-Darstellungen sind.

Schnitte des Spinorbiindels ¥, (T'\G) kénnen mit y-dquivarianten Abbildungen G —
Y, identifiziert werden. Wir werden Elemente von Y, auch mit konstanten Abbil-
dungen G — ¥, identifizieren und dadurch auch mit Schnitten von XG.

Deswegen definiert f®s — f-s einen Isomorphismus von Hilbertraumen L3 (I'\G)®c
Y, — L*(Z,(T\G)). Wir wollen in diesem Kapitel mittels dieses Isomorphismus
identifizieren. Die Clifford-Multiplikation wirkt auf den zweiten Faktor:

Y(X)(f ®@s) =& (v(X)s)
fiir alle X € g, f € L2(T\G), s € ¥,.

SATZ 8.1. Wenn (T, x) und (I, X') darstellungsiquivalent sind, dann haben die zu-
gehorigen Dirac-Operatoren dasselbe Spektrum fir jede linksinvariante Riemannsche

Metrik auf G.
Beispiele.

(1) Milnors 16-dimensionale Tori [Mi64] sind fiir y = x' = 1 darstellungséquivalent.

(2) Die Gordon-Wilson-Deformationen [GoW84] erhalten das Spektrum des Dirac-
Operators. Wenn namlich ¥, eine Familie von fast-inneren Automorphismen
von G ist, ' eine kokompakte diskrete Untergruppe ist und y : I' — {—1,1} ein
Homomorphismus ist, dann sind (\Ift(F), X © \I!t_l) paarweise darstellungsiqui-
valent. Diese Deformation erhilt alle oben genannten Spektralinvarianten ein-
schlieflich des Dirac-Spektrums fiir jede Spin-Struktur.

Da das Spektrum des Dirac-Operators das Volumen bestimmt, bekommen wir das

KOROLLAR 8.2. Wenn (T, x) und (I, X') darstellungsiquivalent sind, dann haben
I'\G und T'"\G dasselbe Volumen fiir jede linksinvariante Volumenform auf G.
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Beweis von Satz 8.1. Weil L2(I'\G) und LZ,(I"\G) isomorph als Darstellungen
der Lie-Gruppe G sind, sind sie auch isomorph als Darstellungen der Lie-Algebra g.
Sei
. T2 2
v L (T\G) — LX,(F'\G)

solch ein Isomorphismus, also ¥ o R(g) = R'(g) o9 und 9 o R,(X) = R.(X) o 9 fiir
alle g € G und X € g. Um den Satz zu beweisen, zeigen wir dafl ¥ ® id Eigenspi-
noren des Dirac-Operators in L?(3, (I'\G)) auf Eigenspinoren des Dirac-Operators
in L*(X,/(I"\@)) abbildet. Man beachte, da§ diese beiden Dirac-Operatoren einfach
der Dirac-Operator auf 3G eingeschrinkt auf y- (bzw. x’-)dquivariante Spinoren
sind.

Sei also s = Y; f;s; ein beliebiger Eigenspinor in L*(X, (I'\@)) zum Eigenwert A mit
fi € L2(P\G) und s; € T,. Sei Ey, ..., E, ein Orthonormalbasis von g. Mit Hilfe
der Leibniz-Regel

Vi, (fisi) = 0, (fi) si + fiVg;si = (Re(Ej) fi) si + [iVE,si (8.0.1)
erhalten wir

A ®1id)(s) = (¥ ® id)(Ds)
=Y (0 ®id) ((id@V(E)Vr (fi5:))

=3 (VBB f)r(Ey)si +9(f)1(E}) Vi, 5:)
=3 (RLAE) () (Ey)si + () 1(E)) Vi 5:)
= Z (id®@v(E}))) Vi, (9(fi)si)

=D ((W®id)(s)).

Somit ist ¥ ® id ein Isomorphismus von Hilbert-Rdumen, der Eigenrdume und Ei-
genwerte erhélt, d. h. die Dirac-Spektren stimmen iiberein. O

Um weitere Anwendungen von Satz 8.1 zu erhalten, bendtigen wir ein Kriterium,
das uns sagt, wann (T, x) und (I, x’) darstellungsiquivalent sind. In den Beispielen
zu Satz 8.1 haben wir bereits erwihnt, dafl fast-innere Automorphismen darstel-
lungsédquivalente Familien liefern. Dieses Kriterium ist hinreichend, aber nicht not-
wendig. Wissen wir jedoch, dafl GG strikt nicht-singulér ist, so erhalten wir ein not-
wendiges und hinreichendes Kriterium. Eine nilpotente Lie-Gruppe G mit Zentrum
Z(G) nennen wir strikt nicht-singuldr, wenn es fiir jedes z € Z(G) und z € G—Z(Q)
ein a € GG gibt, so dafl

rax 'a ' = 2.
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Die Heisenberg-Gruppen sind die einfachsten Beispiele strikt nicht-singuldrer nil-
potenter Lie-Gruppen. Sei I' eine kokompakte diskrete Untergruppe von G. Den
Quotienten G/Z(G) werden wir mit G bezeichnen und das Bild von T’ unter der
kanonischen Projektion 7 : G — G mit ['. Gemifi [Ra72, Proposition 2.17] und
[CoG90, Lemma 5.1.4] ist T’ eine kokompakte diskrete Untergruppe von G. Wenn
X|rmZ(G) = 1 gilt, dann gibt es ein Y, so daf

X

{_17 1}

=|

!

kommutiert. Solche x werden projizierbar genannt. Im Fall dim Z(G) = 1 stimmt
diese Definition mit der Definition von projizierbaren Spin-Strukturen in Kapitel 7
iiberein.

SATZ 8.3. Sei G eine einfach zusammenhdngende, strikt nicht-singuldre nilpotente
Lie-Gruppe mit links-invarianter Metrik. Seien 'y, Iy kokompakte, diskrete Unter-
gruppen von G, so dafs

T NZ(G)=TonZ(G) (=:Ty)

und seien x; : Iy — {—=1,1} Homomorphismen. Wir definieren den Volumenquoti-

enten als
B vol(T';1\G) B vol(T'1\G) n
~ vol(To\G)  vol(I\G) €Q

Dann sind (T'y, x1) und (Ty, x2) genau dann darstellungsiquivalent, wenn eine der
folgenden Bedingungen erfillt ist:

(1) xilp, = Xelpr, =1 und (T1,X;) und (T2, X,) sind darstellungsiquivalent fir G.

(2) x1lp, = x|, #1 und v = 1.

ZUSATZ 8.4. Wenn unter den Voraussetzungen des obigen Satzes x1|r, = xa|p, #
1 aber v # 1, dann sind (T'1, x;) und (T, x2) ,darstellungsiquivalent bis auf Mul-
tiplizitat v, d.h. L? (I'1\G) und L2 (T5\G) haben dieselben irreduziblen Kompo-
nenten und fiir jede irreduzible Komponente H ist das Verhéltnis der Multiplizitdten
my, my gerade v = my/mo.



134 KAPITEL 8. ISOSPEKTRALE DEFORMATIONEN

Beweis von Satz 8.3 und Zusatz 8.4. Wenn (I';\G, x1) und (I'Z)\G, x2) dar-
stellungsiiquivalent sind, dann sind L2 (I1\G) und L?,(T';\G) auch dquivalent als
I'z-Moduln. Da die Operation von g, € T'z auf L} (T';\G) einfach Multiplikation mit
Xi(go) ist, erhalten wir
Xilr, = Xalp,-

Sei T die Menge der koadjungierten Orbiten von g*. Geméaf der Kirillov-Theorie
parametrisiert 7 die Menge der irreduziblen unitiren Darstellungen von G. Wir
schreiben die Elemente von 7 in der Form [7] mit 7 € g*. Den irreduziblen G-Modul,
der [r] € T entspricht, wollen wir mit Hp;) bezeichnen. Wir zerlegen L3 (T;\G) in
seine irreduziblen Darstellungen

L3, (T\G) = @ mi([7]) Hyy),
[T]eT

wobei m;([7]) € Ny die Multiplizitdt von Hi, bezeichnet. Sei 3 die Lie-Algebra des
Zentrums Z(G). Die Operation von Z(G) auf Hp ist genau dann trivial, wenn
7'|3 = 0. Deshalb ist

H™ .= @ mi([r])Hiy i=1,2
[rleT

T|3EO

der Raum der L2-Funktionen, auf denen Z(G) trivial operiert. Das orthogonale
Komplement ist
H = @ mi([r)Hy i=1,2.

[rleT

| 520

Die G-Moduln L? (T;\G) fiir i = 1,2 sind genau dann isomorph, wenn HP™ iso-
morph zu HY™ und H;- isomorph zu Hj ist. Zuniichst wollen wir untersuchen, unter

welchen Bedingungen HP™ und HY™ isomorph sind, und dann betrachten wir H;-
und Hy' .

Im Fall x;|, # 1 haben wir HP™ = {0}. Deswegen sind HP™ und HP™ trivialer-
weise isomorphe (G-Moduln.

Im Fall y;|., = 1 sind die Elemente von HP™ genau die Funktionen in L?(T;\G),
die Pullbacks von Funktionen in L2 (T;\G) sind. Wir erhalten also einen Moduliso-

morphismus (sowohl fiir die Gruppenwirkung G als auch fiir die von G)
roj o~ 2 (MY
HP™ — L2 (T\G).

Deswegen sind in diesem Fall HP™ und H™ genau dann isomorphe G-Moduln,
wenn (I'1,7%,) und (I'y, X,) darstellungséiquivalent fiir G sind.
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Nun wollen wir die H:- untersuchen. Im nachfolgenden Lemma 8.5 werden wir zei-
gen, dal m;([7]) = cg.r - vol(T;\G) fiir alle [7] € T mit 7|3 # 0, wobei ¢, nur von
G, von 7, und von der Volumenform auf G abhingt, aber unabhiingig vom Gitter
['; ist. Hiermit kénnen wir dann den Beweis fiihren: Angenommen, Bedingung (1)
oder (2) im Satz sei erfiillt. Dann wissen wir aufgrund von Korollar 8.2, daf der Vo-
lumenquotient v gleich 1 ist, und deswegen sind Hi* und H; isomorphe G-Moduln.
Und wenn wir das Lemma fiir v # 1 anwenden, erhalten wir Zusatz 8.4. O

Nun wenden wir uns Lemma 8.5 zu. Das Lemma ist eine Folgerung aus [MoW73].
Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir im folgenden den Index 7 weg.

Fiir ein p € 3* definieren wir eine Bilinearform auf g durch
bp(ya ?) = p([Xa Y])a

wobei X und Y Vektoren in g sind und deren Bilder in § mit X und Y bezeichnet
werden.

Da g strikt nicht-singulér ist, wissen wir, daf b, fiir alle p # 0 nicht ausgeartet ist
[MoW73, Go96]. Deswegen hat g gerade Dimension, etwa dim g = 2d. Wir definieren
nun das affine Gitter Lr, durch

Loy i={p €3] = x(2) Vz € log(T)}.

LEMMA 8.5. Wenn p:=7|; € Ly, — {0} gilt, dann ist

m([r)) = | / by A ... Aby| = vl(T\G) - e,
_J A Y —
NG d-mal

wobei ¢, nur von G, von T und von der Volumenform auf G abhingt.

Im Fall p:= 73 € 3" = (Lr, U{0}) gilt m([7]) = 0.

Das Lemma sagt nichts aus iiber den Fall p = 0. der Leser beachte, daf} in jeder

strikt nicht-singuléren Lie-Gruppe die Bahn von T|3 # 0 gerade die Menge aller
7' € g* mit |3 = 7"|3 ist.

Beweis von Lemma 8.5. Im Fall y = 1 ist das Lemma eine direkte Folgerung
aus [MoW73, Theorem 7]. Im Fall x # 1 setzen wir I := ker(y) und zerlegen

Li(I\G) = Li(T\G) & Ly('\G)

als orthogonale Summe von G-Moduln. Fiir (I', 1) und (I, 1) wissen wir bereits, daf
das Lemma giiltig ist. Da jede irreduzible Darstellung nur endlich oft vorkommt,
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berechnet sich die Multiplizitéit einer irreduziblen Darstellung in L2 (T'\G) gerade
als Differenz der Multiplizitéiten dieser Darstellung in L3(I\G) und in L3(T'\G).
Wenn x projizierbar ist, dann gilt Ly, = Lp; = L1, aber vol(T'\G) = 2vol(T\G);
wenn jedoch x nicht-projizierbar ist, dann gilt Ly = LrULp, und vol(T\G) =
vol(T'\G). Somit folgt das Lemma fiir beliebiges y. O

SATZ 8.6. Es gibt eine Familie von Nilmannigfaltigkeiten, so daf

(1) der Laplace-Operator auf Funktionen konstantes Spektrum hat,
(2) der Laplace-Operator auf 1-Formen nicht-konstantes Spektrum hat,
(3) das markierte Lingenspektrum konstant ist,

(4) der Dirac-Operator fiir projizierbare Spin-Strukturen nicht-konstantes Spektrum
hat und

(5) der Dirac-Operator fiir nicht-projizierbare Spin-Strukturen konstantes Spektrum
hat.

Beweis. Die Beispiele I und II aus [Go97] werden die gewiinschten Eigenschaften
haben. Die Eigenschaften (1)—(3) wurden bereits in [Go97] gezeigt. Wir werden nun
(4) und (5) fiir Beispiel I nachweisen. Die Argumente fiir Beispiel II sind analog.

Wir wollen zunéchst die Definition von Beispiel I aus [Go97] wiederholen. Sei g eine
7-dimensionale Lie-Algebra mit Orthonormalbasis { X, X5, X3, X4, Z1, Z5, Z}, und
die Lie-Klammer sei definiert durch

[Xl,XQ] = [Xg,X4] - Zl +Z
[X17X3] = [X47X2] = ZQ
[X27X3] = [XDZI] = [ZZ;X4] = Z.

Alle anderen Lie-Klammern von Basisvektoren seien Null. Diese Lie-Algebra ist
streng nicht-singuldr und und Z erzeugt das Zentrum von g. Die Matrix

coS S 0 0 sin s 0 0 0
0 cos2s —sin2s 0 0 0 0

0 sin2s  cos2s 0 0 0 0
—sin s 0 0 coS § 0 0 0
0 0 0 0 coS § —sins 0

0 0 0 0 sin s coss 0

0 0 0 0 —1+coss —sins 1



137

definiert eine Familie von Lie-Algebra-Automorphismen ¢, von g und induziert eine
Familie von Lie-Gruppen-Automorphismen &, von G, d.h. ®,, = .

Das Zentrum Z(G) ist punktweise fest unter den Automorphismen ®;. Deswegen
induziert ®, einen Automorphismus ®, von G = G/Z(G), so daBl das folgende
Diagramm kommutiert

G G.

Diese ®, operieren auch isometrisch, wohingegen die ®, nicht isometrisch operieren.

Sei I' eine beliebige diskrete, kokompakte Untergruppe von G. Wir schreiben T’y :=
O, (), I' =7(T) und I’y := &(T).

Wir zeigen nun, daf§ die Familie M, := T',\\G, s € R den Bedingungen des Satzes
geniigt. Wie bereits erwéhnt, hat Ruth Gornet in [Go97] gezeigt, dafi diese Familie
isospektral fiir den Laplace-Operator auf Funktionen, aber nicht-isospektral fiir den
Laplace-Operator auf 1-Formen ist. Sie zeigte auch, dafl ®, das markierte Lingen-
spektrum erhalt.

Zu zeigen bleiben (4) und (5), beginnen wir mit (5). Die nicht-projizierbare Spin-
Struktur auf M, werde durch y : I' — {—1,1} beschrieben. Da die Spin-Struktur
stetig von s abhingen soll, ist die Spin-Struktur auf M, gegeben durch y o ®,'
und deswegen ebenfalls nicht-projizierbar. Da ®, eine Familie von isometrischen
Automorphismen ist, hiingt das Volumen I';\G nicht von s ab. Deswegen ist Bedin-
gung (2) in Satz 8.3 erfiillt, und somit ist (CDS ol,xo @s_l) eine Familie paarweise
darstellungsidquivalenter Spin-Nilmannigfaltigkeiten. Aus Satz 8.1 folgt, da} dann
auch das Spektrum des Dirac-Operators unabhingig von s ist.

Um (5) zu zeigen, nehmen wir nun an, da§ Mj eine projizierbare Spin-Struktur trigt,
die durch y : T' — {—1, 1} beschrieben wird. Weiterhin beschreibe ¥ : T' — {—1,1}
die induzierte Spin-Struktur auf T\G. Aus Stetigkeitsgriinden folgt wiederum wie
oben, da8 y, :== Yo ®, ' und X, := Yo 55_1 die Spin-Strukturen auf M, und
M, :=T,\G beschreiben.

Genauso wie im Beweis von Satz 8.1 schreiben wir den Raum der L?-Spinoren auf
M, als

L*(3,,(T\G)) = L2 (T\G) ®c Br.
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Fiir unsere Berechnungen kénnen wir annehmen, daf

w:=y(Er) - v(Es) - ... v(E7)

wie — Id auf ¥; operiert. Wie im Beweis von Satz 8.3 schreiben wir

L2, (T\G) = @ ma([7]) Hpyy.
[rleT

Die Leibniz-Regel (8.0.1) besagt, dal H|;) ® X7 ein Unterraum ist, der unter Vg, :
L* (2,,(T:\Q)) = L? (£,,(Ts\G)) und somit auch unter dem Dirac-Operator D =
I (id®Y(E;)) - Vg, invariant ist.

Somit gilt
spec D = | J spec D|H[,]®27a
[T]eT

und die Multiplizitiit eines jeden Eigenwerts A von DM ist die Summe von my([7])
mal der Multiplizitat des Eigenwerts A in D HyqoS

Um zu beweisen, daf§ spec DMs nicht-konstant in s ist, reicht es zu zeigen, daf§ es
einen Eigenwert \, in spec D™= gibt, der stetig von s abhiingt, aber nicht-konstant
in s ist.

Wir zeigen deswegen die Existenz eines 7 € g* mit den Eigenschaften, daf§ 7, :=
70®,~! positive Multiplizitit m,([7,]) > 0 hat und daB Dly,. gs, mindestens einen
Eigenwert hat, der stetig von s abhidngt. Wir werden sogar ein 7 finden, das auf
lg, 9] verschwindet, d.h. Hj.j ist 1-dimensional und es reicht zu zeigen, daf die
Determinante von D)| Hyy @3 nicht-konstant in s ist.

Betrachten wir zuniichst ein beliebiges 7 € g, das auf [g, g] verschwindet. Dann
operiert exp X € G auf Hp,,; durch Multiplikation mit e?™(X). Elemente f von
H,, etfiillen f(expX) = ¢+ ¥ fiir alle X € g mit ¢ € C. Die Multiplizitét
von my([7,]) ist 1, falls alle X € logT', die Gleichung e?™(*) = y(exp X) erfiillen.
Andernfalls ist die Multiplizitéit 0. Diese Bedingung ist unabhéngig von s.

Nun berechnen wir die Determinante von D|H[, @5 Wir schreiben E; := Xy, ...,
E, = X,, E5 := 7y, Eg := Zy und E; := Z, benutzen (2.1.1) und bekommen fiir
S € ¥ryund f € H,:

DYe(£5) = 3 (BB WES + 11 3 T By (B (E)S

i 1,7,k

= iQT{'iTs(Xi)f’)’(Ei)S + fA(S)
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wobei A := (1/4) %, T5v(Ei)v(E;)y(Ey) € End(Z;) konstant in s ist. Unter
Verwendung der Koszul-Formel berechnen wir A und erhalten in einer geeigneten
Basis die Matrix

-2 0 0 1 2 1 1 =2

0 0 1 0 — 0 0 —

0 1 0 0 ? 0 0 ?

A= 1 1 0 0 2 2 - =1 =2
4 2 T —i 2 2 0 0 -1

—1 0 0 i 0 0 -1 0

—1 0 0 i 0 -1 0 0

-2 v —1 —2 -1 0 0 -2

Daraus bekommen wir

4
det D]y s, = det [A b iy (Xi)y(Ei)}

=1

det D|H[
s=0 §
1
=~ g (T () 7(Xa) 7(X0)
(4096 7" 7(X1)" + 4096 7' 7(X2)" + 4096 7 7(X5)" + 4096 7 7(X,)*
+ 81927 7(X)* 7(Xy)? + 8192 7% 7(X,)* 7(X3)” + 8192 7" 7(X,)* 7(X;5)°
+ 81927 7(X1)? 7(X,)” + 8192 7' 7(X5)” 7(Xy)” + 8192 7! 7(X3)  7(X4)”
+ 51272 7(X3) 7(Xy) + 128 72 7(Xy)? + 51272 7(Xy) 7(Xa) + 128 72 7(X;)?

+128 72 7(X1)" + 12877 7(X3)” + 1),

s1®%7

ds

Die Menge
{(T(Xl),T(Xg),T(X3),T(X4)) |7 €9%7lgg = 0,m([]) > 0}

ist ein affines Gitter in R* (d.h. bis auf Translation eine diskrete kokompakte Un-
tergruppe). Aber das einzige Polynom, das auf einem affinen Gitter von R* ver-
schwindet, ist das Null-Polynom. Deswegen existiert ein 7 € g* mit T|[g g = 0,

m([7]) = m([rs]) > 0 und J, # 0. O
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