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Kapitel 1Motivation und �Uberbli
k
Das Hauptanliegen dieser Dissertation ist, untere Abs
h�atzungen f�ur den kleinstenEigenwert � des Quadrats des Dira
-Operators zu �nden. Die meisten bis heutebekannten Abs
h�atzungen benutzen nur lokale Informationen, um eine Abs
h�atzungzu erhalten, z. B. Skalarkr�ummung, evtl. in Kombinationmit K�ahler-Strukturen oderquaternionis
hen K�ahler-Strukturen (siehe Abs
hnitt 2.2). Wir wollen uns hingegenauf Abs
h�atzungen konzentrieren, die globale Informationen nutzen. Christian B�arzeigte in seiner Dissertation, da� f�ur eine beliebige Metrik auf S2 die Unglei
hung� � area(S2) � 4�erf�ullt ist (Satz 2.2.4). Mit dieser Abs
h�atzung konnte er die Willmore-Unglei
hungR H2 � 4� f�ur isometris
h immersierte S2 ,! R3 zeigen [B�a97℄.In den Kapiteln 3 bis 5 sollen �ahnli
he Abs
h�atzungen f�ur den 2-Torus T2 mit ni
ht-trivialer Spin-Struktur und Totalkr�ummung R jKj < 4� hergeleitet werden.Zwei 2-Tori mit Spin-Struktur und Riemanns
her Metrik hei�en spin-konform �aqui-valent, wenn es einen konformen Di�eomorphismus zwis
hen ihnen gibt, der die Spin-Struktur erh�alt. Theorem 4.3.2 gibt explizite untere und obere S
hranken f�ur alleEigenwerte des Dira
-Operators. Die S
hranke ist eine Funktion des Fl�a
heninhalts,der spin-konformen �Aquivalenzklasse und der Lp-Norm der Gau�s
hen Kr�ummung(p > 1). Die spin-konforme �Aquivalenzklasse wird hierbei dur
h die Invariantenspin-eV und spin-fW bes
hrieben, die in den Abs
hnitten 3.2 und 3.3 de�niert werden.Diese Invarianten k�onnen ihrerseits wieder dur
h L�angen bestimmter ges
hlossenerGeod�aten, dur
h den Fl�a
heninhalt und die Totalkr�ummung abges
h�atzt werden(Abs
hnitt 3.7). Alle diese Abs
h�atzungen sind optimal f�ur 
a
he Tori und aus Ste-tigkeitsgr�unden deswegen au
h nahezu optimal f�ur nahezu 
a
he Tori.Verglei
hen wir unsere Abs
h�atzung mit der B�ars
hen Abs
h�atzung, so stellt si
hdie Frage, ob ni
ht au
h f�ur T2 eine Abs
h�atzung von � � area m�ogli
h ist, die nur1
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f�ur Tori in diesen spin-konformen �Aqui-valenzklassen zeigen Li und Yau dieWillmore-Vermutung
f�ur Tori in diesen spin-konformen �Aqui-valenzklassen zeigen wir die Willmore-Vermutung, falls die Lp-Norm der Gau�-s
hen Kr�ummung klein genug ist.
spin-M, die "gro�e\ Zusammenhangs-komponente des Modulraums der spin-konformen �Aquivalenzklassen

Abbildung 1.1: spin-M und die Willmore-Vermutungdie Topologie benutzt, d. h. die ohne den Gau�s
hen Kr�ummungsterm und ohnedie spin-konforme Struktur auskommt. Man sieht jedo
h bereits anhand der 
a
henTori, da� die spin-konforme Struktur eingehen mu�. John Lott bewies in [Lo86,Proposition 1℄, da� es bei ni
ht-trivialer Spin-Struktur auf dem 2-Torus T2 eineInvariante C > 0 der spin-konformen Struktur gibt, so da� � � area � C. DieseS
hranke ist aber leider ni
ht explizit. Anhand unseres Beispiels "Kugelkette\ ausAbs
hnitt 5.5 werden wir zudem zeigen, da� das bestm�ogli
he C ni
ht von einer
a
hen Metrik angenommen wird. Das Beispiel "Kugelkette\ zeigt uns somit, da�eine Abs
h�atzung, die optimal f�ur alle 
a
hen 2-Tori ist, notwendigerweise einenGau�s
hen Kr�ummungsterm enthalten mu�. O�en bleibt jedo
h das Problem, eineexplizite untere Abs
h�atzung der Eigenwerte von D2 im Fall R jKj � 4� zu �nden.Dur
h Anwenden unserer Abs
h�atzung k�onnen wir in den Abs
hnitten 5.3 und 5.4die Willmore-Vermutung Z (H2 + 1) � 2�2f�ur Einbettungen T2 ,! S3 zeigen, vorausgesetzt die induzierte Metrik und die indu-zierte Spin-Struktur auf T2 liegen in einem bestimmten Berei
h des spin-konformen



3Modulraums und vorausgesetzt die Lp-Norm der Gau�s
hen Kr�ummung ist kleingenug.Der zentrale S
hritt unserer Abs
h�atzung ist die Herleitung einer expliziten S
hrankef�ur den konformen Stre
kfaktor (Abs
hnitt 3.5) unter der Voraussetzung R jKj <4�. Hieraus ergeben si
h au
h andere Anwendungen. In Abs
hnitt 4.2 erhalten wiranalog zum Dira
-Operator explizite obere und untere S
hranken an die Eigenwertedes Lapla
e-Operators auf T2. Wir bes
hr�anken den Dur
hmesser von T2 na
h obenin Termen der Totalkr�ummung R jKj, des Fl�a
heninhalts und der 1-dimensionalenSystole (Korollar 3.6.8), und wir beweisen die isoperimetris
hen Unglei
hungen vonAlexandrov und Fiala{Huber. Die Pino

hio-Metriken aus Abs
hnitt 3.4 zeigen mitihren langen Nasen, wieso unsere Abs
h�atzungen f�ur R jKj � 4� bez. R K+ � 2�ni
ht mehr funktionieren.Kapitel 6 liefert Abs
h�atzungen der Spektren von r�r und D2 na
h oben undunten in Termen von anderen Gr�o�en. Die methodis
hen Ans�atze sind au
h ver-s
hieden von dem Ansatz der Kapitel 3{5. In Abs
hnitt 6.1 wird versu
ht, eine �ahn-li
he Abs
h�atzung wie in Kapitel 5 allgemeiner zu formulieren. Wir erhalten eineAbs
h�atzung f�ur den Zusammenhangs-Lapla
e r�r, wenn M der Totalraum einesS1-B�undels ist. Die Dimension des Totalraums ist hierbei beliebig. Abs
hnitt 6.2pr�asentiert eine Abs
h�atzung von r�r auf T2. Abs
hnitt 6.3 erlaubt uns, die Spek-tren von D2 zu zwei vers
hiedenen Spin-Strukturen zu verglei
hen und deren Dif-ferenz na
h oben abzus
h�atzen, vorausgesetzt die Di�erenz ist als Di�erentialformrealisierbar.Kapitel 7 behandelt das Verhalten des Spektrums des Dira
-Operators auf demTotalraum einer S1-Faserung, wenn die Fasern kollabieren. Dieses Kapitel wurdebereits in einer weniger allgemeinen Form ver�o�entli
ht [AmB97℄. Die Voraussetzungkonstanter Faserl�ange aus [AmB97℄ konnte in der vorliegenden Dissertation beseitigtwerden.In Kapitel 8 betra
hten wir s
hlie�li
h isospektrale Deformationen von Nilmannigfal-tigkeiten. Au
h dieses Kapitel wurde s
hon in [AmB97℄ ver�o�entli
ht. Unter anderemgeben wir eine Familie von Nilmannigfaltigkeiten an, die f�ur man
he Spin-Strukturenisospektral ist, f�ur andere aber ni
ht.Da man
he Abs
hnitte der Arbeit v�ollig unabh�angig voneinander gelesen werdenk�onnen, andere wiederum eng aufeinander aufbauen, soll der logis
he Aufbau derArbeit im folgenden Flu�diagramm verdeutli
ht werden. In diesem Diagramm wirdni
ht nur dargestellt, wie die Abs
hnitte logis
h aufeinander aufbauen, sondern au
h,wie sie si
h gegenseitig motivieren. Leser, die ni
ht an allen Teilen der Arbeit inter-essiert sind, k�onnen somit ablesen, wel
he Abs
hnitte f�ur sie von Bedeutung sind.



4 Kapitel 1. Motivation und �Uberbli
kLegendeA B B benutzt De�nitionen und Aussagen aus AA B B nutzt Aussagen aus A, die aber im folgenden ni
ht weiter gebrau
htwerdenA B A und B haben inhaltli
he Bez�uge, sind aber logis
h unabh�angigA B A motiviert B1.1* Ein * kennzei
hnet die Abs
hnitte mit den wi
htigsten ErgebnissenKapitel 2: Grundlagen2.1 Alle Abs
hnitte, deren Rahmen einen S
hatten haben, benutzen De�nitionenund Aussagen der Spin-Geometrie. Deswegen ist Abs
hnitt 2.1 Voraussetzungf�ur alle Abs
hnitte mit S
hatten.2.2 2.32.4 2.5 2.6
Kapitel 3 3.1 3.23.4 3.5* 3.33.6* 3.7*



5Kapitel 42.3, 2.4, 2.52.23.5*, 3.7*3.4
4.1 4.3*4.2*

Kapitel 55.15.25.3* 5.4*5.5*Kapitel 62.62.3, 2.5, 3.22.4 6.1*6.2*6.3*Kapitel 7 und 82.6, (2.3)6.1* 7* 8*
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Kapitel 2Grundlagen
2.1 Spin-GeometrieIn diesem Abs
hnitt wollen wir eine kleine Einf�uhrung in die Spin-Geometrie gebenund die Notationen dieser Arbeit festlegen. Wir werden jedo
h nur die f�ur dieseArbeit wi
htigen De�nitionen und Resultate anf�uhren. Ein s
h�ones einf�uhrendesLehrbu
h ist [Fr97℄, umfassender ist das Bu
h [LaM89℄. Interessiert man si
h mehrf�ur indextheoretis
he Aspekte der Spin-Geometrie, so sind [Ro88℄ und [BeGV91℄ zuempfehlen.Operiert die Gruppe G1 von re
hts auf A, operiert G2 von links auf B und istH : G1 ! G2 ein Homomorphismus, dann s
hreiben wirA�H B := A�B(a � g1; b) � (a;H(g1) � b) 8g1 2 G1 :Ist H die Identit�at, so s
hreiben wir au
h einfa
h A�G1B. Die Elemente bezei
hnenwir mit [a; b℄, wobei a 2 A und b 2 B. SindA undB B�undel �uber einem gemeinsamenBasisraum, so ist A�H B faserweise zu verstehen.Ist (M; g) eine orientierte Riemanns
he Mannigfaltigkeit der Dimension n � 2, sobezei
hnen wir das B�undel der positiv orientierten Orthonormalbasen des Tangenti-alb�undels als das Rahmenb�undel PSO(M). Dieses B�undel ist ein SO(n)-Hauptfaser-b�undel.Ist V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt h:;:i, so ist die reelle Cli�ord-AlgebraClR(V ) die von V erzeugte Algebra mit Eins �uber R mit den Relationenv � w + w � v + 2hv; wi = 0 8v; w 2 V:Die Komplexi�zierung C l(V ) := ClR(V )
RC nennen wir einfa
h die Cli�ord-Algebrazu V . Wir s
hreiben au
h C l(n) := C l(Rn).7



8 Kapitel 2. GrundlagenMit Hilfe der Einbettung V ,! ClR(V ) ,! C l(V ) identi�zieren wir V mit einemUntervektorraum von ClR(V ) bzw. C l(V ). Jedes v 2 V � f0g ist invertierbar alsElement von C l(V ) mit v�1 = �v=jvj2. Die Konjugation w 7! vwv�1 operiert aufV � C l(V ) wie eine Spiegelung an der dur
h v erzeugten Geraden span v. Speziellf�ur V = Rn erhalten wir somit eine Abbildung Sn ! O(n).Die Spin-Gruppe Spin(n) sei nun die multiplikative Untergruppe von C l(n)�, die vonElementen der Form v1v2 mit jvij = 1 erzeugt wird. Konjugation mit v1v2 operiertauf V = Rn als Verkettung zweier Spiegelungen und ist deswegen ein Element vonSO(n). Insgesamt bekommen wir einen Gruppenhomomorphismus� : Spin(n)! SO(n)a 7! (v 2 Rn � C l(n) 7! a � v � a�1);der eine zweifa
he, ni
ht triviale �Uberlagerung ist. Im Fall n � 3 ist � die universelle�Uberlagerung.Eine Spin-Struktur auf M ist nun ein Paar (PSpin(M); ') bestehend aus einemSpin(n)-Hauptfaserb�undel PSpin(M) und einer B�undelabbildung ' : PSpin(M) !PSO(M) �uber der Identit�at id :M !M , so da�PSpin(M)� Spin(n) ! PSpin(M) &# '� � # ' M%PSO(M)� SO(n) ! PSO(M)kommutiert. Die horizontalen Pfeile sind hierbei dur
h die Gruppenoperationen derHauptfaserb�undel de�niert. Zwei Spin-Strukturen (P 1Spin(M); '1) und (P 2Spin(M); '2)wollen wir miteinander identi�zieren, wenn es eine Spin(n)-�aquivariante Bijektion� : P 1Spin(M)! P 2Spin(M) gibt mit '2 Æ � = '1.Spin-Strukturen sind somit zweifa
he �Uberlagerungen von PSO(M), die mit denGruppenoperationen vertr�agli
h und auf jeder Faser ni
ht-trivial sind.Ni
ht alle Mannigfaltigkeiten besitzen eine Spin-Struktur, andere Mannigfaltigkeiten(z. B. die Tori) besitzen mehrere Spin-Strukturen.Eine Mannigfaltigkeit M besitzt genau dann eine Spin-Struktur, wenn die zweiteStiefel-Whitney-Klasse w2(M) = w2(TM) 2 H2(M;Z2) vers
hwindet. Die Existenzeiner Spin-Struktur h�angt deswegen ni
ht von der Riemanns
hen Metrik ab. WuWen-Ts�un konnte sogar zeigen, da� die Stiefel-Whitney-Klassen einer kompaktenMannigfaltigkeit nur vom Homotopie-Typ abh�angen; hierzu bere
hnete er die Stiefel-Whitney-Klassen mit Hilfe der Steenrod-Quadrierungsoperation ([LaM89, II.2, Seite86℄ und [Mi74, Theorem 11.14℄). Mannigfaltigkeiten, die eine Spin-Struktur besitzen,nennen wir Spin-Mannigfaltigkeiten bzw. wir sagen die Mannigfaltigkeit sei spin.



2.1. Spin-Geometrie 9Beispiele von Spin-Mannigfaltigkeiten sind alle orientierbaren Fl�a
hen und alle kom-pakten orientierbaren 3-Mannigfaltgkeiten [LaM89, Seite 86℄. Ferner nat�urli
h alleMannigfaltigkeiten mit H2(M;Z2) = 0, also z. B. die Sph�aren Sn mit n � 3. Derkomplex-projektive Raum C Pn ist genau dann spin, wenn n ungerade ist.Um die Ni
ht-Eindeutigkeit der Spin-Struktur zu verdeutli
hen, wollen wir als Bei-spiel den 2-dimensionalen Torus T2 = R2=Z2 mit der Standardmetrik betra
hten.Das Rahmenb�undel PSO(M) = T2 � SO(2) ist ein triviales SO(2) = S1-B�undel. F�urn = 2 ist � : Spin(2) = S1 ! SO(2) = S1 die zweifa
he ni
ht-triviale �Uberlagerung.Ist nun � : Z2 ! Z2 = f�1; 1g ein Gruppen-Homomorphismus, dann istP �Spin(T2) := R2 �� Spin(2) ' := � � �eine Spin-Struktur und f�ur jedes � erhalten wir eine vers
hiedene. Hierbei ist � dieProjektion R2 ! T2. Ist � der triviale (bzw. ein ni
ht-trivialer) Homomorphismus,dann nennen wir die Spin-Struktur P �Spin(T2); ' ebenfalls trivial (bzw. ni
ht-trivial).Ni
ht-triviale Spin-Strukturen auf T2 werden eine wi
htige Rolle in dieser Arbeitspielen. Diese De�nition wollen wir in Abs
hnitt 2.3 verallgemeinern.SeiM nun wieder eine beliebige Riemanns
he Mannigfaltigkeit. Zu jeder Darstellung� : Spin(n)! GL(V ) von Spin(n) erhalten wir ein assoziiertes B�undel PSpin(M)��V .Ist z. B. � : SO(n)! GL(Rn) die Standarddarstellung, dann giltTM = PSpin(M)��Æ� Rn :Das komplexe Volumenelement in C l(n) de�nieren wir als!C := i[n+12 ℄E1E2 : : : En;wobei (Ei j i = 1 : : : n) die Standardbasis des Rn bezei
hnet. Es gilt !C 2 = 1. Daskomplexe Volumen-Element !C erlaubt uns nun, die irreduziblen komplexen Dar-stellungen von C l(n) zu bes
hreiben.Ist n gerade, dann gibt es genau eine irreduzible (komplexe) Darstellung von C l(n):
 : C l(n)! End(�n):Die Dimension von �n ist 2n=2. Da !C mit Vektoren antikommutiert, zerf�allt �n =�+n � ��n in die Eigenr�aume von !C zum Eigenwert +1 und �1. Beide Eigenr�aumehaben die Dimension 2(n�2)=2.Ist n ungerade, dann liegt !C im Zentrum von C l(n). Na
h dem Lemma von S
huroperiert also !C auf jeder irreduziblen Darstellung wie eine Konstante, und zwarwie +1 oder wie �1. Aus der Darstellungstheorie von C l(n) sehen wir, da� es zweiirreduzible Darstellungen gibt, die si
h nur um ein Vorzei
hen unters
heiden. Sofern



10 Kapitel 2. Grundlagenni
ht anders angegeben, betra
hten wir deswegen in dieser Arbeit nur die Darstel-lung, f�ur die !C wie +1 operiert. Wir s
hreiben ebenfalls 
 : C l(n) ! End(�n).Diesmal hat �n die Dimension 2(n�1)=2.Sowohl f�ur ungerade als au
h f�ur gerade n tr�agt �n ein Skalarprodukt h:;:i, bez�ugli
hdessen Cli�ord-Multiplikation mit Vektoren s
hief-hermites
h ist, d. h.h
(X)s; ti+ hs; 
(X)ti = 0 f�ur alle X 2 Rn s; t 2 �n:Die Darstellung 
 nennen wir die Spinordarstellung. Die Restriktion von 
 aufSpin(n) liefert eine unit�are Darstellung von Spin(n). Das assoziierte B�undel hei�tSpinorb�undel �M := PSpin(M) �
 �n. Die Faser �uber m 2 M bezei
hnen wir mit�mM . F�ur gerades n sind �+n und ��n invariant unter Spin(n). Das Spinorb�undelzerf�allt deswegen in das positive und negative Spinorb�undel�M = �+M � ��M = PSpin(M)�
 �+n � PSpin(M)�
 ��n :Die S
hnitte von �M hei�en Spinoren, die von ��M hei�en positive bzw. negativeSpinoren.Die Darstellung 
 : C l(n) ! End(�n) induziert eine faserweise Operation des Clif-fordb�undels C lM := Sm2M C l(TmM) auf �M , die Cli�ord-Multiplikation, die wirau
h mit 
 bezei
hnen wollen.Der Levi-Civita-Zusammenhang gibt uns eine Zusammenhangs-1-Form auf PSO(M),die wir auf PSpin(M) liften k�onnen. Diese wiederum liefert uns einen Zusammenhangr�M auf �M bzw. ��M .In lokalen Koordinaten hat dieser Zusammenhang die folgende Gestalt: Sei q einlokaler S
hnitt von PSpinM und � : U ! �n eine spinorwertige Funktion, dann ist[q; �℄ ein lokaler S
hnitt des Spinorb�undels. Wir bezei
hnen nun die Christo�elsym-bole bez�ugli
h des Rahmens '(q) = (e1; : : : ; en) mit �kij. Dann giltr�Mei [q; �℄ = "q; �ei� + 14 nXj;k=1�kij
(Ej)
(Ek)�#; (2.1.1)wobei wir wieder (Ei; i = 1 : : : ; n) f�ur die Standardbasis von Rn � C l(n) s
hreiben.Bez�ugli
h des Skalarproduktesh[q; �1℄; [q; �2℄i := h�1; �2iauf �M ist dieser Zusammenhang metris
h und die Cli�ord-Multiplikation mit Vek-toren s
hief-hermites
h.



2.1. Spin-Geometrie 11Sei s
hlie�li
h W ein komplexes Vektorb�undel mit metris
hem Zusammenhang rW .Dann ist au
h das getwistete Spinorb�undel �M 
W ein Vektorb�undel mit metri-s
hem Zusammenhangr
rW . Die Cli�ord-Multiplikation operiert au
h auf diesemB�undel, indem sie auf die erste Komponente wirkt.Wir de�nieren den getwisteten Dira
-Operator DW als Verkettung�(�M 
W ) r�M
rW�! �(T �M 
 �M 
W )! �(TM 
 �M 
W ) 
! �(�M 
W );wobei der mittlere Pfeil den von der Metrik induzierten Isomorphismus T �M ! TMbenutzt.Ist W das triviale Geradenb�undel, so hei�t D := DW der klassis
he Dira
-Operatoroder, wenn keine Verwe
hslung m�ogli
h ist, einfa
h Dira
-Operator.Das faserweise Skalarprodukt h:;:i induziert ein hermites
hes Skalarprodukt (:;:)auf den S
hnitten von �M 
 W . F�ur dieses Skalarprodukt ist der (getwistete)Dira
-Operator ein selbstadjungierter elliptis
her Di�erentialoperator und hat des-wegen ein reelles diskretes Spektrum. Die zugeh�origen Eigenr�aume sind endli
h-dimensional. Eigenspinoren zum Eigenwert 0 hei�en harmonis
he Spinoren.Wir wollen nun das Quadrat des klassis
hen Dira
-Operators mit dem Zusammen-hangs-Lapla
e verglei
hen. Hierzu sei �r�M�� : L2(T �M 
�M)! L2(�M) der zur�M : L2(�M) ! L2(T �M 
 �M) formal adjungierte Di�erentialoperator. Dannhei�t die Verkettung �r�M��r�M der Zusammenhangs-Lapla
e-Operator auf �M .Bez�ugli
h des Rahmen (e1; : : : ; en) gilt lokal�r�M��r�M = � nXi=1 �r�Mei r�Mei �r�Mreiei� :Um die Notation einfa
h zu halten, s
hreiben wir zumeist kurz r�r.Die Verbindung zum Quadrat des klassis
hen Dira
-Operators liefert die sogenannteWeitzenb�o
k-Formel:PROPOSITION 2.1.1 (Li
hnerowi
z).D2 = �r�M��r�M + s4 ;wobei s die Skalarkr�ummung bezei
hnet.KOROLLAR 2.1.2. Sei M eine kompakte Riemanns
he Spin-Mannigfaltigkeit mit(klassis
hem) Dira
-Operator D und Skalarkr�ummung s � s0 = konst > 0. Danngilt f�ur alle Eigenwerte � von D2: � � s0=4:



12 Kapitel 2. GrundlagenBeweis des Korollars. Sei 	 ein Eigenspinor zu �. Dann gilt:�(	;	) = (D2	;	) = ��r�M��r�M	;	�+ �(s=4)	;	�= �r�M	;r�M	�+ �(s=4)	;	�� (	;	)s0=42.2 Einige wi
htige Spektralabs
h�atzungenFriedri
h konnte die Abs
h�atzung aus Korollar 2.1.2 no
h verbessern. Er ersetztehierbei den bisherigen Zusammenhang r�MX dur
h einen modi�zierten Zusammen-hang rmodX := r�MX + �
(X) � 2 R:Mit einer modi�zierten Weitzenb�o
k-Formel bekam er damit den folgenden Satz:SATZ 2.2.1 (Friedri
h, [Fr80℄). Sei M eine kompakte n-dimensionale Riemann-s
he Spin-Mannigfaltigkeit mit Dira
-Operator D und Skalarkr�ummung s � s0 =konst > 0. Dann gilt f�ur alle Eigenwerte � von D2:� � n4(n� 1)s0:Diese Abs
h�atzung ist s
harf in dem Sinne, da� f�ur die runden Sph�aren sogar Glei
h-heit gilt. Tr�agtM zus�atzli
he Struktur, dann k�onnen wir diese Abs
h�atzung verbes-sern. F�ur K�ahler-Spin-Mannigfaltigkeiten erhalten wir die Abs
h�atzung von Kir
h-berg:SATZ 2.2.2 (Kir
hberg, [Ki86℄, [Ki88℄). Es sei M eine kompakte Riemanns
heK�ahler-Spin-Mannigfaltigkeit der komplexen Dimensionm mit Skalarkr�ummung s �s0 = konst > 0. Dann gilt f�ur alle Eigenwerte � von D2� � m + 14m � s0 f�ur ungerades m� � m4(m� 1) � s0 f�ur gerades mAu
h diese Abs
h�atzungen sind s
harf: f�ur ungerades m gilt Glei
hheit f�ur C Pm ,und f�ur gerades m gilt Glei
hheit f�ur C Pm�1 � T2.Im Fall einer quaternionis
hen K�ahler-Struktur konnten W. Kramer, U. Semmel-mann und G. Weingart eine analoge Abs
h�atzung zeigen:



2.3. Spin-Strukturen auf Quotienten von Lie-Gruppen 13SATZ 2.2.3 ([KrSW97℄). Sei M4m eine kompakte quaternionis
he K�ahler-Spin-Mannigfaltigkeit mit Skalarkr�ummung s > 0. Dann gilt f�ur alle Eigenwerte � vonD2 � � m + 3m + 2 s4 :Man bea
hte, da� in diesem Fall s konstant ist, da jede quaternionis
he K�ahler-Mannigfaltigkeit eine Einstein-Mannigfaltigkeit ist. Diese Abs
h�atzung ist s
harf,da Glei
hheit f�ur den quaternionis
h-projektiven Raum gilt.Diese Spektralabs
h�atzungen nutzen allerdings nur lokale Informationen der Geo-metrie.Christian B�ar fand in seiner Dissertation [B�a91℄ eine Abs
h�atzung f�ur M = S2,die v�ollig ohne Kr�ummungsvoraussetzung auskommt. Die Topologie bewirkt alsobereits, da� es keine harmonis
he Spinoren gibt, und liefert eine untere S
hranke f�ur� � area.SATZ 2.2.4 ([B�a92, Theorem 2℄). Auf der S2 mit beliebiger Metrik g gilt f�ur denkleinsten Eigenwert � von D2 � � area(S2; g) � 4�:Glei
hheit gilt genau dann, wenn (S2; g) eine Sph�are konstanter Gau�s
her Kr�um-mung ist.Hier stellt si
h nat�urli
h die Frage, ob es au
h f�ur andere Mannigfaltigkeiten untereAbs
h�atzungen der Eigenwerte gibt, die von der Topologie abh�angen. Betra
htenwir zum Beispiel den 2-dimensionalen Torus T2 mit einer beliebigen Metrik g. F�urdie triviale Spin-Struktur besitzt (T2; g) harmonis
he Spinoren. Tr�agt jedo
h (T2; g)eine ni
ht-triviale Spin-Struktur, so gibt es keine harmonis
hen Spinoren. Eine untereS
hranke an das Spektrum von D2 ist jedo
h bisher ni
ht bekannt. F�ur den Fall, da�die Totalkr�ummung R jKj < 4� erf�ullt, werden wir in Abs
hnitt 4.3 eine derartigeS
hranke herleiten.2.3 Spin-Strukturen auf Quotienten vonLie-GruppenIn diesem Abs
hnitt wollen wir zun�a
hst de�nieren, wann Spin-Strukturen auf ei-ner festen Mannigfaltigkeit, aber zu vers
hiedenen Metriken zueinander �aquivalentsind. Ans
hlie�end nutzen wir dies, um eine nat�urli
he Bijektion zwis
hen den Spin-Strukturen auf einem Quotienten einer Lie-Gruppe �nG und der Homologie-GruppeH1(�nG;Z2) aufzustellen.



14 Kapitel 2. GrundlagenDie Inhalte dieses Abs
hnitts sind im wesentli
hen in [AnD97℄ bes
hrieben, sind aberseit langem bekannt. In engem Zusammenhang steht au
h [BoG92℄.Die Spin-Mannigfaltigkeit M trage also zwei Metriken g und ~g. Es gibt nun eineeindeutige Funktion A :M ! End(TM), so da� f�ur alle X; Y 2 TM giltg(A(X); A(Y )) = ~g(X; Y );g(A(X); Y ) = g(X;A(Y )):Dieses A induziert einen Isomorphismus von SO(n)-Hauptfaserb�undeln�A : PSO(M; ~g)! PSO(M; g):De�nition 2.3.1. Zwei Spin-Strukturen (PSpin(M; ~g); ~') und (PSpin(M; g); ') zuden Metriken ~g und g nennen wir �aquivalent, wenn �A zu einer Abbildung~�A : PSpin(M; ~g)! PSpin(M; g) ' Æ ~�A = �A Æ ~'liftet.Man sieht lei
ht, da� dies tats�a
hli
h eine �Aquivalenzrelation ist. F�ur g = ~g sind zweiSpin-Strukturen genau dann �aquivalent, wenn sie glei
h im Sinne von Abs
hnitt 2.1sind. Ist (PSpin(M; ~g); ~') eine Spin-Struktur auf (M; ~g), dann de�niertPSpin(M; g) := PSpin(M; ~g) ' := �A Æ ~'eine �aquivalente Spin-Struktur auf (M; g). Die Re
htsoperation von Spin(n) aufPSpin(M; g) ist hierbei gerade die Re
htsoperation auf PSpin(M; ~g). Eine Spin-Struk-tur zur Metrik ~g ist also zu genau einer Spin-Struktur zur Metrik g �aquivalent.Nun sei G eine Lie-Gruppe, � eine diskrete Untergruppe und M = �nG. Wir verse-hen M mit einer Metrik ~g, die einen linksinvarianten Lift auf G hat. Ein linksinva-rianter Rahmen trivialisiert das Rahmenb�undel PSO(M; ~g) =M �SO(n). F�ur jedenHomomorphismus � 2 Hom(�;Z2) = Hom(H1(M;Z);Z2) = H1(M;Z2) istP �Spin(M; ~g) := G�� Spin(n) ' := � ��eine Spin-Struktur auf (M; ~g), wobei die Re
htsoperation von 
 2 � auf G dur
hdie Linksoperation von 
�1 de�niert ist, und �1 2 Z2 dur
h Multiplikation mit � Idauf Spin(n) operiert.Umgekehrt k�onnen wir zu einer gegebenen Spin-Struktur PSpin(M; ~g) die Abbildung� bestimmen: Sei 
 : S1 ! M eine S
hleife, dann setzen wir �([
℄) = 1, wennein linksinvarianter Rahmen auf PSpin(M; ~g) liftet, und ansonsten �([
℄) = �1. Wirhaben also eine Bijektion von H1(M;Z2) in den Raum der Spin-Strukturen auf(M; ~g) de�niert.



2.4. Lp-Spin-Struktur-Metriken 15Nehmen wir nun eine beliebige Metrik g auf M = �nG. Dann sind die Spin-Strukturen auf (M; g) wie oben bes
hrieben in nat�urli
her Bijektion mit den Spin-Strukturen auf (M; ~g). Die Spin-Strukturen auf (M; g) stehen deswegen au
h innat�urli
her Bijektion zu H1(M;Z2) bzw. zu den Homomorphismen � : �! Z.Wir nennen die Abbildung � den Spin-Homomorphismus der Spin-Struktur. Ist �der triviale Homomorphismus, so sagen wir au
h, die Spin-Struktur ist trivial; an-dernfalls spre
hen wir von einer ni
ht-trivialen Spin-Struktur. Man bea
hte aber,da� die De�nition des Spin-Homomorphismus nur f�ur diskrete Quotienten von Lie-Gruppen sinnvoll ist.2.4 Lp-Spin-Struktur-MetrikenIn diesem Abs
hnitt de�nieren wir eine Familie von Metriken auf dem Raum derSpin-Strukturen einer gegebenen Riemanns
hen Mannigfaltigkeit (M; g). Im Gegen-satz zum letzten Abs
hnitt wollen wir jedo
h ni
ht annehmen, da� M ein Quotienteiner Lie-Gruppe ist. Wir k�onnen deswegen au
h ni
ht H1(M;Z2) mit der Mengealler Spin-Strukturen auf (M; g) identi�zieren.Wir nehmen an, da� (P 1Spin(M); '1) und (P 2Spin(M); '2) zwei Spin-Strukturen zu(M; g) sind. F�ur eine S
hleife 
 : S1 ! P 1Spin(M) setzen wir v(
) = 1, wenn '1 Æ 
 :S1 ! PSO(M) auf P 2Spin(M) liftet und sonst v(
) = �1. Die Fu�punkte von 
bes
hreiben eine Kurve �
 : S1 !M . Dann istÆ : �1(M)! Z2[�
℄ 7! v(
)ein wohlde�nierter GruppenhomomorphismusÆ 2 Hom(�1(M);Z2)) = Hom(H1(M;Z);Z2) = H1(M;Z2)� = H1(M;Z2):Wir sagen: Æ ist die Di�erenz der Spin-Strukturen P 1Spin(M) und P 2Spin(M). Man siehtlei
ht, da� die Spin-Strukturen auf (M; g) einen aÆnen Raum zum Z2-VektorraumH1(M;Z2) bilden.Ist M ein Quotient einer Lie-Gruppe, so bestimmt die triviale Spin-Struktur einenNullpunkt, und die Di�erenz zum Nullpunkt ist glei
h dem in Abs
hnitt 2.3 de-�nierten Spin-Homomorphismus. Im allgemeinen hat jedo
h der Raum der Spin-Strukturen keinen ausgezei
hneten Nullpunkt.Im folgenden sei fM die universelle �Uberlagerung von M .LEMMA-DEFINITION 2.4.1. Æ 2 H1(M;Z2) hei�t als Di�erentialform realisier-bar, wenn eine der folgenden, �aquivalenten Bedingungen erf�ullt ist:



16 Kapitel 2. Grundlagen(1) es gibt eine ges
hlossene 1-Form ! auf M , so da�exp�2�i Z
 !� = Æ([
℄)f�ur alle ges
hlossenen Wege 
 auf M gilt.(2) es gibt eine Æ-�aquivariante Funktion f : fM ! S1 � C auf der universellen�Uberlagerung fM .(3) LÆ := fM �Æ C !M ist ein topologis
h triviales Vektorb�undel �uber M ,(4) die erste Chern-Klasse 
1(LÆ) 2 H2(M;Z) vers
hwindet,(5) sei r : H1(M;Z) ! H1(M;Z2) die KoeÆzientenreduktion modulo 2, dann ver-s
hwindet Æ Æ r : H1(M;Z)! Z2 auf den Torsionselementen von H1(M;Z)Ein sol
hes ! bzw. f hei�t Realisierung als Di�erentialform bzw. als Stammfunktion.Die 1-Form 2! 2 H1(M;R) hat ganzzahlige KoeÆzienten, d. h. sie liegt im Bildvon H1(M;Z) ! H1(M;R). Eine weitere ges
hlossene 1-Form !0 ist genau danneine Realisierung als Di�erentialform von Æ, wenn [! � !0℄ 2 H1(M;R) ganzzahligeKoeÆzienten hat.Beweis von Lemma-De�nition.(2))(1): Die ges
hlossene 1-Form! := 12�i d log fist invariant unter den De
ktransformationen und kann deswegen als 1-Form auf Minterpretiert werden. Umkehrung dieses Arguments liefert (1))(2).(2))(3): Die Abbildung fM � C ! fM � C(m; z) 7! (m; f(m)z)steigt ab zu einer Trivialisierung M �Æ C !M � C .(3))(2): Eine gegebene TrivialisierungM �Æ C !M � C liften wir zu einer Abbil-dung fM � C ! fM � C(m; z) 7! (m; f̂(m)z):



2.5. Spin-Strukturen von Fl�a
hen 17Wir setzen f := f̂=jf̂ j.(3),(4) ist ein Standardresultat der Theorie der Chern-Klassen (siehe z. B. in Ap-pendix A von [LaM89℄).(1))(5): Ist 
 ein Torsionselement in H1(M;Z), d. h. n[
℄ = 0, dann gilt n R
 ! =Rn
 ! = 0 und somit Æ([
℄) = exp(2�i R
 !) = 1.(5))(1): Es vers
hwinde Æ1 := Æ Æ r : H1(M;Z) ! Z2 auf den Torsionselementen.Dann k�onnen wir Æ1 gem�a� dem DiagrammH1(M;Z) ZZ2
Æ2Æ1 exp(�i : )

liften.Den Lift Æ2 tensorieren wir �uber Z mit R und erhalten eine Abbildung2! : H1(M;R) = H1(M;Z)
ZR ! R:Das zugeh�orige ! 2 H1(M;R) erf�ullt die von uns gew�uns
hten Eigens
haften. 2Wir de�nieren nun f�ur p 2 [1;1℄ die Lp-L�ange auf H1(M;Z2) dur
hkÆk := inf �k!kLp ���� ! ist Realisierung von Æ als Di�erentialform �= inf �(1=2�)kgradfkLp ���� f ist Realisierung von Æ als Stammfunktion � :Ist Æ ni
ht als Di�erentialform realisierbar, so hat Æ die L�ange 1. Die Lp-Spin-Struktur-Metrik ist de�niert dur
hdSpinp �P 1Spin(M); P 2Spin(M)� := kÆk;wobei Æ die Di�erenz der beiden Spin-Strukturen ist.Ist M Quotient einer Lie-Gruppe und sind �1 und �2 die zugeh�origen Spin-Homo-morphismen, so s
hreiben wir au
h einfa
h dSpinp (�1; �2).2.5 Spin-Strukturen von Fl�a
henIn diesem Abs
hnitt seiM eine Fl�a
he mit Riemanns
her Metrik g, mit Orientierungo und Spin-Struktur (PSpin(M; o); '). Die Metrik g unterdr�u
ken wir in der Notation,



18 Kapitel 2. Grundlagenda sie im gesamten Abs
hnitt �x bleiben m�oge. Au
h die Orientierung o werden wirweglassen, sofern dies ni
ht zu Mi�verst�andnissen f�uhren kann.Im ersten Teil des Abs
hnitts geben wir eine alternative De�nition einer Spin-Struktur. Diese De�nition wird zum einen in Abs
hnitt 6.2 n�utzli
h sein. Zum an-dern sehen wir damit, da� unser Begri� "Spin-Struktur\ mit dem von Kusner undS
hmitt [KuS97℄ �ubereinstimmt. Dies werden wir im zweiten Teil nutzen und einigeResultate aus [KuS97℄ zitieren. Unter anderem werden wir eine quadratis
he Formauf H1(M;Z2) konstruieren, die die Spin-Struktur 
harakterisiert.In einem dritten Teil zeigen wir, da� es eine Spin-Struktur auf der umgekehrt orien-tierten Fl�a
he (M;�o) gibt, so da� der zugeh�orige Dira
-Operator dasselbe Spek-trum wie der Dira
-Operator auf (M; o) hat.Um den Zusammenhang zwis
hen der Spinor-De�nition von [KuS97℄ und unsererSpinor-De�nition zu verstehen, wollen wir also zun�a
hst ein Lemma vorauss
hi
ken.Wir de�nieren eine komplexe Struktur J auf M dur
h die Forderung, da� (V; J(V ))f�ur alle normierten V eine positiv orientierte Orthonormalbasis sein soll.Ferner de�nieren wir �� : SO(2)! C� 
os t � sin tsin t 
os t � 7! exp (�ti) :Wir erhalten dann einen kanonis
hen Isomorphismus PSO(M) ��+ C ! (TM; J)von komplexen Geradenb�undeln, der [(e1; e2); 1℄ auf e1 abbildet. Analog erhaltenwir PSO(M)��� C �= (TM;�J).LEMMA 2.5.1. Sei (PSpin(M); ') eine Spin-Struktur auf M , dann ist�� : ��M = PSpin(M)�
 ��2 ! PSO(M)��� C = (TM;�J)[A; v℄ 7! ['(A); v2℄wohlde�niert. Au�erdem gilt��(x	) = x2��(	) 2 (TM;�J) x 2 C : (2.5.1)Beweis. Ein beliebiges Element von Spin(2) s
hreibt si
h in der Form exp (tE1E2),denn E1E2 spannt die Lie-Algebra von Spin(2) auf.Nun gilt aber 
�exp (tE1E2)�j�� = exp�t
 (E1E2)j��� = exp �ti:Auf der anderen Seite gilt na
h [LaM89, Proposition I 6.2℄��(E1E2) = � 0 �22 0� �= 2J:



2.5. Spin-Strukturen von Fl�a
hen 19Also insgesamt f�ur alle B 2 Spin(n)
(B)2j�� = �� (�(B)) :Es folgt ['(AB); v2℄ = h'(A)�(B); v2i= h'(A); �� (�(B)) v2i= h'(A); (
(B)v)2 i;und somit ist �� wohlde�niert. Glei
hung (2.5.1) ist dann o�ensi
htli
h. 2Wir haben somit gesehen, da� f�ur festes (M;J) jede Spin-Struktur eine Wurzeldes B�undels (TM; J) de�niert. Eine Wurzel ist hierbei ein Paar (W;�), bestehendaus einem komplexen Geradenb�undel W und einer Abbildung � : W ! (TM; J),die (2.5.1) erf�ullen. Es ist ni
ht s
hwer zu zeigen, da� diese Zuordnung tats�a
hli
heine Bijektion von der Menge der Spin-Strukturen auf die Menge der Wurzeln von(TM; J) ist. Analoges gilt f�ur (TM;�J). Dies erm�ogli
ht eine andere De�nition derSpin-Struktur: eine Spin-Struktur ist eine Wurzel aus (TM; J). Analoges gilt f�ur(TM;�J).Diese alternative De�nition wurde in [KuS97℄ verwendet, woraus wir jetzt einigeErgebnisse zitieren wollen.Wir de�nieren zun�a
hst eine Z2-wertige quadratis
he FormqArf : H1(M;Z2)! Z2 = f�1; 1g:Jede Homologieklasse a 2 H1(M;Z2) wird von einer Einbettung 
 : S1 ! M re-pr�asentiert. Wir setzen qArf(a) := �1, wenn ( _
; J( _
)) : S1 ! PSO(M) auf PSpin(M)liftet, ansonsten setzen wir qArf(a) = 1. Nat�urli
h liftet ( _
; J( _
)) genau dann aufPSpin(M) verm�oge ', wenn _
 verm�oge �+ auf �+M liftet.Theorem 1 von [KuS97℄ besagtSATZ 2.5.2. qArf ist wohlde�niert und eine quadratis
he Form, d. h. es gilt f�ura1; a2 2 H1(M;Z2) qArf(a1 + a2) = qArf(a1) � qArf(a2) � (�1)a1\a2 ; (2.5.2)wobei a1 \ a2 die S
hnittzahl mod 2 bezei
hnet.Wir bilden hiermit die Spin-Strukturen bijektiv auf die quadratis
hen Formen ab.Sind q1 und q2 quadratis
he Formen, so ist a 7! q1(a) (q2(a))�1 ein Element vonHom(H1(M;Z2);Z2) = H1(M;Z2):



20 Kapitel 2. GrundlagenDies ist gerade die Di�erenz (siehe Abs
hnitt 2.4) der zu q1 und q2 geh�orendenSpin-Strukturen.Mit unserer quadratis
hen Form l�a�t si
h nun die Arf-Invariante der Spin-Strukturde�nieren: Arf := 1q#H1(M;Z2) Xa2H1 qArf(a) 2 f�1;+1g:Weitere Informationen zu qArf und Arf �nden si
h in [Pi85℄; die dortigen Ergebnissegelten selbst f�ur ni
ht-orientierbare Fl�a
hen.Ist M = T2, so liefert die folgende Proposition einen no
h engeren Zusammenhangzwis
hen qArf und dem Spinhomomorphismus �.PROPOSITION 2.5.3. Es gilt:�(a) = �qArf(a) falls a 6= 0 2 H1(T2;Z2)�(a) = qArf(a) = 1 falls a = 0 2 H1(T2;Z2)Beweis. F�ur a = 0 w�ahlen wir als Repr�asentanten 
 eine kleine eingebettete S
hlei-fe. Dann liftet _
 ni
ht auf PSpin(T2), aber ein linksinvarianter Vektor l�angs 
 liftet,d. h. �(a) = qArf(a) = 1.F�ur a = 1 w�ahlen wir 
 so, da� die Spur eine Unter-Lie-Gruppe ist (d. h. 
 istgeod�atis
h bez�ugli
h einer linksinvarianten Metrik auf T2). Dann ist _
 ein linksinva-rianter Vektor l�angs 
. Also gilt�(a) = 1 , _
 liftet auf PSpin(M) , qArf(a) = �1: 2KOROLLAR 2.5.4. Die triviale Spin-Struktur auf T2 hat Arf-Invariante �1, dieni
ht-trivialen Spin-Strukturen haben Arf-Invariante 1.LEMMA 2.5.5. Sei M eine Fl�a
he mit Orientierung o und einer festen Riemann-s
hen Metrik. Au�erdem seien (PSpin(M; o); ') und (PSpin(M;�o); '�) Spin-Struk-turen auf (M; o) und (M;�o) zur glei
hen quadratis
hen Formen qArf. Die assoziier-ten Spinorb�undel nennen wir �(M; o) und �(M;�o). Dann gibt es eine anti-lineareAbbildung �(M; o)! �(M;�o)die mit dem Dira
-Operator kommutiert.Ist M kompakt, dann stimmen also die Spektren der zugeh�origen Dira
-Operatoren�uberein.Das Spektrum des Dira
-Operators h�angt in diesem Sinne nur von der M , g undqArf ab, ist also unabh�angig von der Orientierung.



2.6. Wurzeln aus S1-B�undeln 21Beweis des Lemmas. Die AbbildungU : PSO(M; o)! PSO(M;�o)(e1; e2)! (e1;�e2)ist ein Anti-Isomorphismus von S1-Hauptfaserb�undeln, d. h. ein fasertreuer Di�eo-morphismus, mit U( : s) = U( : )�s f�ur alle s 2 S1. Wenn die zugeh�origen Spin-Strukturen zu derselben quadratis
hen Form qArf geh�oren, liftet U zu einem Anti-Isomorphismus bU : PSpin(M; o)! PSpin(M;�o):Au�erdem erhalten dU und d bU die Horizontalr�aume der Zusammenhangs-1-Form.Nun de�nieren wir einen anti-linearen B�undelhomomorphismuseU : �(M; o)! �(M;�o):Wir w�ahlen eine Basis von �2, so da�
(E1) = � 0 ii 0� 
(E2) = � 0 �11 0 � ;und setzen eU([A; �℄) := [ bU(A); 
(E2)��℄:Da bU ein Anti-Isomorphismus ist und die komplexe Konjugation � 7! �� komplexanti-linear ist, ist eU wohlde�niert. Da d bU die Horizontalr�aume erh�alt, giltr�(M;�o)V eU(	) = eU �r�(M;o)V 	� :Die anti-lineare Abbildung �2 ! �2 � 7! 
(E2)��kommutiert sowohl mit 
(E2) als au
h mit 
(E1). Also kommutiert au
h eU au
hmit 
(e1) und 
(e2) und somit mit dem Dira
-Operator.Und f�ur einen Eigenspinor 	 von D zum Eigenwert � gilt dannD eU(	) = eU(D	) = eU(�	) = �� eU(	): 22.6 Wurzeln aus S1-B�undelnIn diesem Abs
hnitt sei � : M ! N ein S1-Faserb�undel, das jedo
h kein S1-Hauptfaserb�undel zu sein brau
ht.Wir nennen das S1-B�undel b� : 
M ! N eine Wurzel von � : M ! N , wenn es einezweifa
he �Uberlagerung u : 
M !M mit b� = � Æu gibt. Diese De�nition beinhaltet,da� u �uber jeder S1-Faser eine ni
ht-triviale zweifa
he �Uberlagerung ist.



22 Kapitel 2. GrundlagenDer Begri� "Wurzel\ wird dur
h das folgende Lemma motiviert.LEMMA 2.6.1. Sei � :M ! N ein S1-Hauptfaserb�undel. Dann sind �aquivalent:(1) � :M ! N hat eine Wurzel im obigen Sinne.(2) Es gibt ein S1-Hauptfaserb�undel b� : 
M ! N mit M = 
M=f�1; 1g.(3) Das komplexe Geradenb�undel L := M �S1 C hat eine Wurzel, d. h. es gibt einkomplexes Geradenb�undel W mit W 
C W = L.(4) Die erste Chern-Klasse 
1(M) 2 H2(N;Z) ist gerade, d. h. 
1(M) = 2d f�ur eind 2 H2(N;Z).Bemerkung. Das Lemma liefert eine weitere M�ogli
hkeit, Spin-Strukturen auf ei-ner Fl�a
he M zu de�nieren: eine Spin-Struktur ist eine Wurzel aus PSO(M).Beweis. (2))(1) ist o�ensi
htli
h; f�ur (1))(2) verkette man zun�a
hst die S1-Operation mit S1 ^2�! S1; z 7! z2 und lifte diese ni
ht freie S1-Operation auf M zueiner freien S1-Operation auf 
M .(2),(3) folgt mit W := 
M �S1 C bzw. 
M := n v 2 W ��� jvj = 1 o.(3),(4): [LaM89, Example A.5℄ 2F�ur beliebige S1-B�undel gilt die folgende Proposition, die in Abs
hnitt 6.1 undAbs
hnitt 7.3 eingehen wird.PROPOSITION 2.6.2. Sei � : M ! N ein S1-Faserb�undel. Dann hat � : M ! Ngenau dann eine Wurzel, wenn es einen Gruppenhomomorphismus �1(M) ! Z2gibt, so da� die Verkettung �1(S1) i#! �1(M)! Z2 (2.6.1)surjektiv ist.Beweis. M ! N habe eine Wurzel. Dann gibt es eine zweifa
he �Uberlagerungu : 
M ! M mit den obigen Eigens
haften. Sei nun �1(M) ! Z2 der Verbindungs-Homomorphismus der langen exakten Homotopie-Sequenz des Z2-B�undels 
M !M ,d. h. [
℄ 2 �1(M) wird genau dann auf �1 2 Z2 abgebildet, wenn die S
hleife 
 ni
htauf 
M liftet. Wir erhalten die exakte Sequenz1! �1(
M)! �1(M)! Z2 ! 1:



2.6. Wurzeln aus S1-B�undeln 23Die Verkettung (2.6.1) ist surjektiv, da die einfa
h dur
hlaufene Faser von M ! Nni
ht auf 
M liftet.Sei andererseits h : �1(M) ! Z2 ein surjektiver Homomorphismus und fM ! Mdie universelle �Uberlagerung, dann setzen wir 
M := fM=Kern h. Oder in anderenWorten: wir setzen 
M := fM �h Z2. Nehmen wir nun an, da� ni
ht nur h sondernsogar h Æ i# surjektiv ist, dann k�onnen wir folgern, da� 
M ! N ein S1-B�undelist. 2PROPOSITION 2.6.3. Hat M ! N eine Wurzel und ist M orientierbar und spin,so gibt es mindestens 2 Spin-Strukturen P 1Spin(M) und P 2Spin(M) auf M , so da� diezugeh�origen Spinorb�undel �1M und �2M l�angs der S1-Fasern vers
hiedene Holo-nomien haben.Beweis. Sei P 1Spin(M) eine Spin-Struktur aufM . Wie im letzten Beweis betra
htenwir 
M = fM �h Z2 als Z2-B�undel �uber M . Auf P 1Spin(M) operiert Z2 verm�oge � Id.Wir setzen nun P 2Spin(M) := P 1Spin(M)�Z2 
M:Man sieht sofort, da� si
h die Holonomien dieser beiden Spin-Strukturen l�angs derS1-Fasern von M ! N um � Id unters
heiden. 2Beispiel 1. Sei � : Tn ! Tn�1, die Projektion, die die letzte Komponente vonTn = S1 � : : :� S1 "vergi�t\. Dann besitzt � eine Wurzel �̂ : Tn ! Tn�1.Allgemeiner sei � : N � S1 ! N die Projektion auf die erste Komponente, dannbesitzt � eine Wurzel.Beispiel 2. Wir setzen f�ur k 2 NMat(x; y; z) := 0B� 1 x z0 1 y0 0 11CA H3 := fMat(x; y; z) j x; y; z 2 Rg�k := fMat(x; y; z) j x; y 2 Z; z 2 (1=k)Zg :Wir nennen Mk := �knH3 Heisenberg-Mannigfaltigkeit. "Weglassen\ der z-Kompo-nente de�niert ein S1-Hauptfaserb�undel�(k) :Mk ! T2 = R2=Z2:Die erste Chern-Zahl dieses B�undels ist k 2 H2(T2;Z) = Z. Deswegen besitzt �(k)f�ur ungerades k keine Wurzel, und f�ur gerades k = 2m ist �̂ := �(m) eine Wurzel.Beispiel 3. Auf der Einheitssph�are S2q+1 � C q+1 operiert S1 � C dur
h komplexeMultiplikation. Der Quotient hq : S2q+1 ! C Pq ist ein S1-B�undel, die sogenannte



24 Kapitel 2. GrundlagenHopf-Faserung. Da es auf S2q+1 nur eine Spin-Struktur gibt, k�onnen wir mit derobigen Proposition s
hlie�en, da� die Hopf-Faserung keine Wurzel hat. Tats�a
hli
hist 
1(hq) = �1 2 H2(C Pq ;Z) = Z.



Kapitel 3Konforme Strukturen auf 2-Tori
3.1 Einf�uhrungIn diesem Kapitel nutzen wir konforme Methoden, um Aussagen �uber Riemanns
heMetriken auf dem 2-Torus T2 und auf der abges
hlossenen Kreiss
heibe zu zeigen.F�ur das Verst�andnis dieses Kapitels werden keine Kenntnisse �uber Spin-Geometrieben�otigt. Das einzige Spin-Objekt dieses Kapitels ist der Spin-Homomorphismus �,der hier nur die Rolle eines fest gegebenen Homomorphismus �1(T2) = Z2 ! Z2hat.De�nition. Seien g und ~g zwei Riemanns
he Metriken auf dem 2-Torus und �; ~� :�1(M)! Z2 zwei Spin-Homomorphismen.(1) Die Metriken g und ~g hei�en (punktweise) konform, wenn es eine Funktion u :T2 ! R gibt mit g = e2u~g;(2) Die Metriken g und ~g hei�en konform �aquivalent, wenn es einen Di�eomorphis-mus F : T2 ! T2 gibt, so da� g und F �~g punktweise konform sind;(3) Die Paare (g; �) und (~g; ~�) hei�en spin-konform �aquivalent, wenn es einen Dif-feomorphismus F : T2 ! T2 gibt, so da� g und F �~g punktweise konform sindund � = ~� Æ F# gilt.Die konformen �Aquivalenzklasse von g aus (2) nennen wir au
h die dur
h g de�niertekonforme Struktur auf T2, die spin-konforme �Aquivalenzklasse von (g; �) die dur
h(g; �) de�nierte spin-konforme Struktur.Sei also g = e2u~g, dann gilt na
h [Be87, 1.159℄ f�ur die Gau�s
hen Kr�ummungen Kg25



26 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-Toriund K~g Kg � e�2uK~g = �gu = e�2u�~gu: (3.1.1)wobei �g bzw. �~g der (positiv de�nite) Lapla
e-Operator zu g bzw. ~g ist.Na
h dem Uniformisierungssatz (z. B. [Jo97℄ Theorem 4.1.1) ist jede Metrik g aufT2 konform zu einer 
a
hen Metrik. Man sieht dies aber au
h mit dem folgendeneinfa
hen Argument: sei u ein L�osung von �gu = Kg, dann ist na
h obiger Formel~g := e�2ug 
a
h.In diesem und den beiden na
hfolgenden Kapiteln sei nun ~g immer eine 
a
he, zug konforme Metrik. Die zugeh�orige Funktion u nennen wir die Stre
kungsfunktionvon g. Sie ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. Deswegen ist die Oszillationos
 u = maxu�minu eine Invariante der Metrik g.Ziel dieses Kapitels ist, os
 u dur
h geometris
he Gr�o�en abzus
h�atzen. Mit Hilfedieser Abs
h�atzung werden wir dann in Kapitel 4 das Spektrum des Lapla
e- unddes Dira
-Operators abs
h�atzen und s
hlie�li
h in Kapitel 5 das Willmore-Integralna
h unten abs
h�atzen.Wir su
hen also eine obere S
hranke f�ur die Oszillation von L�osungen der Di�eren-tialglei
hung e2uKg = �~gu (3.1.2)zu vorgegebener Funktion Kg. Dieses Problem wurde von Brezis und Merle in[BrM91℄ bereits studiert, allerdings jedo
h ni
ht f�ur Funktionen u auf T2, sondernf�ur Funktionen u auf einem bes
hr�ankten Gebiet G � R2 unter der Randbedingunguj�G � 0. Falls


Kg


Lp(G;~g)| {z }C1 


e2u


Lq(G;~g)| {z }C2 < 2�q 1 < p � 1; 1p + 1q = 1gilt, konnten sie zeigen, da� os
 u dur
h eine Konstante na
h oben bes
hr�ankt ist, dienur von C1, C2 und G abh�angt. F�ur p =1 ergibt si
h daraus eine obere S
hranke anos
 u, die nur von max jKgj, dem Fl�a
heninhalt von (G; g) und dem Gebiet G � R2abh�angt, vorausgesetzt, da� area(G; g) max jKgj < 2�.Wir werden die Di�erentialglei
hung jedo
h mit einem v�ollig vers
hiedenen Ansatzbehandeln. Unsere Methode beruht im wesentli
hen darauf, die H�ohenlinien derFunktion u zu untersu
hen. Anstelle von C1 und C2 nutzen wir die geometris
hbesser zu interpretierenden Gr�o�en kKgkLp(T2;g) und area(T2; g), wir integrieren alsomit dem Volumenelement von g und ni
ht mit dem von ~g. Dur
h Einbeziehen derSystole k�onnen wir u au
h auf T2 bes
hr�anken und ni
ht nur auf Teilmengen vonR2 . Die S
hranke, die wir erhalten, ist zudem explizit gegeben.



3.2. Invarianten f�ur Riemanns
he 2-Tori 27Zun�a
hst de�nieren wir in Abs
hnitt 3.2 einige Invarianten Riemanns
her Spin-Mannigfaltigkeiten, die uns bis Kapitel 5 begleiten werden. In Abs
hnitt 3.3 be-handeln wir die Modulr�aume konformer und spin-konformer Strukturen. Ans
hlie-�end, in Abs
hnitt 3.4, konstruieren wir einige wi
htige Beispiele, die Pino

hio-und Kegel-Metriken, die aufzeigen, unter wel
hen Bedingungen wir eine S
hrankean os
 u bekommen k�onnen. Die Oszillation der Stre
kungsfunktion u wird dannin Abs
hnitt 3.5 abges
h�atzt. Abs
hnitt 3.6 geht in eine etwas andere Ri
htung:dieser Abs
hnitt behandelt einige Anwendungen unserer Methoden, die wir f�ur diefolgenden Spektralabs
h�atzungen ni
ht ben�otigen werden, die aber als eigenst�andigeResultate ganz interessant sind. Ans
hlie�end, in Abs
hnitt 3.7, kommen wir wiederauf die Invarianten aus Abs
hnitt 3.2 zur�u
k und s
h�atzen die Daten der konformenund spin-konformen Struktur ab.Eine interessante Arbeit, die au
h Kr�ummung von Fl�a
hen unter konformer �Ande-rung der Metrik untersu
ht, ist [KaW74℄. Sie wird aber im folgenden ni
ht benutztwerden.3.2 Invarianten f�ur Riemanns
he 2-ToriZiel dieses Abs
hnitts ist die Einf�uhrung einiger Invarianten von 2-dimensionalenTori. Die Invarianten h�angen teilweise von der Riemanns
hen Struktur, teilweiseaber au
h nur von der konformen Struktur ab. Man
he dieser Invarianten h�angenzus�atzli
h von der Spin-Struktur des Torus ab. Wir werden diese Invarianten bisKapitel 5 h�au�g ben�otigen.Sei (M; g) eine kompakte Riemanns
he Mannigfaltigkeit und � � �1(M) eine Teil-menge, die unter Konjugation abges
hlossen ist. Wir identi�zieren die freie Homo-topieklassen [
℄frei einer ges
hlossenen Kurve 
 : S1 ! M mit der entspre
hendenKonjugationsklassen in �1(M).Dann nennen wir �-sys1(M; g) := minnL�angeg(
) ��� [
℄frei 6� �odie �-Systole von (M; g). Aufgrund der Kompaktheit von M wird das Minimumtats�a
hli
h angenommen. Wir sagen, die Kurve 
 repr�asentiert �-sys1(M; g), wenndas Minimum f�ur 
 angenommen wird.Enth�alt � nur das neutrale Element e, so ist �-sys1(M; g) die L�ange der k�urzestenni
ht null-homotopen Kurve. Wir nennen feg-sys1(M; g) in �Ubereinstimmung mitder Literatur au
h einfa
h die (1-dimensionale) Systole sys1(M; g). Ist M der 2-Torus T2, so verwenden wir au
h die Notation `1(g) := sys1(T2; g).



28 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriIst � ein Normalteiler, dann ist �-sys1(M; g) gerade die Systole von fM=�, wobei fMdie universelle �Uberlagerung von M bezei
hne. F�ur �1 � �2 gilt �1-sys1(M; g) ��2-sys1(M; g).F�ur den Fall, da� M der 2-Torus T2 ist, ma
hen wir no
h weitere De�nitionen.Wir w�ahlen eine Kurve 
1, die `1(g) = sys1(T2; g) repr�asentiert. Sei h[
1℄i � �1(T2)die von der Homotopieklasse [
1℄ erzeugte Untergruppe. Dann de�nieren wir dieZweiterzeuger-L�ange `2(g) := h[
1℄i-sys1(T2; g):Wie man anhand des quadratis
hen 
a
hen Torus sieht, h�angt die Untergruppeh[
1℄i ab von der Wahl von 
1. A priori k�onnte also au
h die De�nition von `2(g) vondieser Wahl abh�angen. In Lemma 3.2.4 werden wir aber zeigen, da� `2(g) von derWahl von 
1 unabh�angig ist. Proposition 3.2.5 (1) impliziert au
h, da� die Klasseeines Repr�asentanten 
2 von `2(g) zusammen mit [
1℄ ein Erzeugendensystem von�1 de�niert. Fla
he Tori werden dur
h Volumen, Systole und Zweiterzeuger-L�angeeindeutig 
harakterisiert.Weiter de�nieren wir f�ur einen Repr�asentanten 
1 von `1(g) und dazugeh�origen Re-pr�asentanten 
2 von `2(g)̀3(g) := �h[
1℄i [ h[
2℄i�-sys1(T2; g):Au
h `3(g) ist na
h Lemma 3.2.4 unabh�angig von 
1 und 
2. Fla
he Tori werdendur
h `1, `2 und `3 
harakterisiert.Der Torus T2 trage nun eine Spin-Struktur, die dur
h den Spin-Homomorphismus� : �1(T2) ! Z2 bes
hrieben wird (siehe Abs
hnitt 2.3). Wir wollen in diesemZusammenhang annehmen, da� die Spin-Struktur und somit � ni
ht trivial ist. Dannist die Spin-Systole de�niert alsspin-sys1(g; �) := (ker�)-sys1(T2; g):Sei 
 ein Repr�asentant von (ker�)-sys1(M; g). Dann seispin-`2(g; �) := �h[
℄i [ ker��-sys1(T2; g)die Spin-Zweiterzeuger-L�ange. Proposition 3.2.5 (2) zeigt, da� die Klasse eines Re-pr�asentanten von spin-`2(g; �) zusammen mit der Klasse eines Repr�asentanten 
 vonspin-sys1(g; �) ein Erzeugendensystem von �1 de�niert. Der Spin-Homomorphismus� nimmt auf beiden Erzeugern den Wert �1 an. Fla
he Tori und ihre Spin-Strukturwerden dur
h Volumen, Spin-Systole und Spin-Zweiterzeuger-L�ange eindeutig 
ha-rakterisiert.Wir benutzen einige wohlbekannten Tatsa
hen, die wir in der folgenden Propositionzusammenfassen wollen. Leider kenne i
h keine Quelle, in der diese Proposition



3.2. Invarianten f�ur Riemanns
he 2-Tori 29in dieser Form bewiesen wird. Leser, die si
h f�ur die historis
hen Urspr�unge derAussagen interessieren, seien auf [FrHS82℄ und [Mo24℄ verwiesen.PROPOSITION 3.2.1. Der 2-Torus T2 trage eine beliebige Metrik g. Sei 
 :S1 !T2 eine k�urzeste ges
hlossene Kurve in der freien Homotopieklasse a 2 �1(T2). Danngilt:(1) Ist a primitiv, d. h. es gibt kein n � 2 und b 2 �1(T2) mit a = bn, dann ist 
injektiv, also eine einfa
h ges
hlossene Kurve.(2) Ist a ni
ht primitiv, also a = bn mit n � 2, dann ist 
 eine n-fa
h dur
hlaufenek�urzeste ges
hlossene Kurve in der Homotopieklasse b.Aus Aussage (2) der Proposition folgt unmittelbar ein Korollar.KOROLLAR 3.2.2. Ist � die Vereinigung von Untergruppen von �1(T2) und 
 einRepr�asentant von �-sys1(T2; g), dann ist [
℄ primitiv. Unter anderem sind die Homo-topieklassen der Repr�asentanten von `1(g) = sys1(T2; g), `2(g), `3(g), spin-sys1(g; �)und spin-`2(g; �) primitiv.Beweis von Proposition 3.2.1. Wir versehen R2 mit der �Uberlagerungsmetrik ĝ.Wir setzen Za := R2=hai. Seien 
1 und 
2 zwei Repr�asentanten von sys1(Za; ĝ).Entweder sind 
1 und 
2 disjunkt, identis
h (bis auf Orientierung) oder sie s
hneidensi
h transversal. Im letzten Fall sieht man mit einem S
hnittzahl-Argument, da�es mindestens zwei S
hnittpunkte gibt, und konstruiert dann aus 
1 und 
2 einek�urzere, ni
ht null-homotope Kurve in Za, was der minimalen L�ange von 
1 und 
2widerspri
ht. Also sind Repr�asentanten von sys1(Za; ĝ) disjunkt oder identis
h (bisauf Orientierung).ZumBeweis von (1) nehmen wir an, da� 
 ni
ht injektiv ist. Wir liften 
 auf Za. DieserLift 
̂ repr�asentiert sys1(Za; ĝ). Aufgrund seiner minimalen L�ange ist 
̂ injektiv. Daaber 
 ni
ht injektiv ist, gibt es ein d 2 �1(T2)�hai, so da� si
h 
̂ und d
̂ s
hneiden.Na
h dem oben Bewiesenen sind dann aber 
̂ und d
̂ identis
h. Also sind d und akollinear. Wegen d 62 hai ist dann aber a ni
ht primitiv.Zum Beweis von (2) betra
hten wir die Operation von b auf Za. Na
h dem Jordan-s
hen Kurvensatz teilt 
̂ den topologis
hen Zylinder Za in zwei Zusammenhangskom-ponenten Z1 und Z2. Sind b
̂ und 
̂ disjunkt, dann ist o. E. bZ1 eine e
hte Teilmengevon Z1. Hieraus w�urde folgen, da� bnZ1 = Z1 eine e
hte Teilmenge von si
h selbstist, also ein Widerspru
h. Also s
hneiden si
h 
̂ und b
̂, sie sind also na
h dem obenGezeigten identis
h. Hieraus folgt die Behauptung. 2Genau wie in (2) zeigt man au
h das folgende Lemma. Im Gegensatz zu Propo-sition 3.2.1 fordern wir ni
ht, da� 
 eine K�urzeste in der freien Homotopieklassesei.



30 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriLEMMA 3.2.3. Ist 
 : S1 ! T2 eine injektive, ni
ht null-homotope Kurve, so ist[
℄ primitiv, d. h. es gibt kein a 2 �1 und n � 2 mit [
℄ = an.LEMMA 3.2.4.(1) Die De�nition von `2(g) h�angt ni
ht von der Wahl des Repr�asentanten 
1 ab.Und es gilt `2(g) = max
2�1 h
i-sys1(T2; g):(2) Die De�nition von `3(g) h�angt ni
ht von der Wahl des Repr�asentanten 
2 ab.Und es gilt `3(g) = max
2�1 �h
i [ h[
1℄i�-sys1(T2; g):(3) Die De�nition von spin-`2(g; �) h�angt ni
ht von der Wahl des Repr�asentanten
 ab. Und es giltspin-`2(g; �) = max
2�1 �h
i [ ker��-sys1(T2; g):Beweis von Lemma 3.2.4. Sei 
 ein Repr�asentant von �-sys1(T2; g) und � eineVereinigung von Untergruppen.Wir zeigen hier, da� f�ur alle a 2 �1(T2) gilt�hai [ ��-sys1(T2; g) � �h[
℄i [ ��-sys1(T2; g):F�ur � = feg folgen daraus die Aussagen von (1), f�ur � = h
1i die Aussagen von (2)und f�ur � = ker� die Aussagen von (3).Sei also a 2 �1(T2) gegeben. Im Fall [
℄ 62 hai folgt [
℄ 62 hai [ � und somit�hai [ ��-sys1(T2; g) � L�angeg(
) = �-sys1(T2; g) � �h[
℄i [ ��-sys1(T2; g):Betra
hten wir nun den Fall [
℄ 2 hai. Na
h Korollar 3.2.2 ist [
℄ primitiv, also giltdann [
℄ = a�1. Hieraus folgt:�hai [ ��-sys1(T2; g) = �h[
℄i [ ��-sys1(T2; g): 2Bemerkungen(1) Auf T2 � S2 gibt es Riemanns
he Metriken, so da� die Systole sowohl dur
hKurven mit primitiver Homotopieklasse, als au
h dur
h Kurven mit ni
ht pri-mitiver Homotopieklasse repr�asentiert werden kann. Die De�nition eines analog



3.2. Invarianten f�ur Riemanns
he 2-Tori 31de�nierten `2 h�angt hierbei von der Wahl des Repr�asentanten der 1-Systole sys1ab.Eine derartige Metrik kann zum Beispiel als "Autobahnmetrik\ konstruiert wer-den. Dazu w�ahlen wir nun eine primitive Homotopieklasse [
1℄, die von einereinfa
h ges
hlossenen Kurve 
1 repr�asentiert wird. Nun w�ahlen wir eine einfa
hges
hlossene Kurve 
01, die die Homotopieklasse 2[
1℄ repr�asentiert und die dieKurve 
1 ni
ht s
hneidet. Ans
hlie�end ma
hen wir die Metrik g mit der Te
h-nik der Autobahnmetriken in der Umgebung von 
1 und 
01 geeignet klein, soda� 
1 und 
01 Geod�aten sind undL�angeg(
1) = L�angeg(
01) = sys1�T2; g�gilt. Der Autor hat diese Te
hnik in [Am97℄ ("expressway metri
s\) skizziertund in [Am94℄ sehr ausf�uhrli
h vorgestellt.(2) Korollar 3.2.2 zeigt au
h, da� `1(g) � `2(g) � `3(g) der Anfang des "primitivenL�angenspektrums\ ist ([He91℄), d. h. `1(g), `2(g) und `3(g) sind die L�angen der6 k�urzesten ni
ht-trivialen primitiven Homotopieklassen, wobei jede dieser 3L�angen doppelt angenommen wird (von a und a�1).PROPOSITION 3.2.5.(1) Sei 
1 ein Repr�asentant von `1(g) und 
2 ein dazu passender Repr�asentant von`2(g). Dann bilden [
1℄ und [
2℄ ein Erzeugendensystem von �1.(2) Sei 
1 ein Repr�asentant von spin-sys1(g; �) und 
2 ein dazu passender Repr�asen-tant von spin-`2(g). Dann bilden [
1℄ und [
2℄ ein Erzeugendensystem von �1.Beweis. Wir wissen bereits, da� f�ur (1) und (2) sowohl [
1℄ als au
h [
2℄ primitivist. Um zu zeigen, da� sie sogar ein Erzeugendensystem bilden, ist no
h zu zeigen,da� die S
hnittzahl von 
1 mit 
2 entweder 1 oder �1 ist. Hierzu sei n der Betrag derS
hnittzahl. Die S
hnittzahl ist unglei
h Null, weil 
1 primitiv ist und [
2℄ 62 h[
1℄igilt.Wir zeigen n = 1 zun�a
hst f�ur (1). Hierzu nehmen wir an, da� n � 2 sei. Da [
1℄primitiv ist, �nden wir ein e2 in �1, so da� [
1℄ und e2 ein Erzeugendensystem bilden.Wir de�nieren nun den Torus Q := R2=G;wobei G das von [
1℄ und [
2℄ erzeugte Gitter ist. Da G als Untergruppe von �1(T2)Index n hat, ist die nat�urli
he Abbildung Q ! T2 eine n-fa
he �Uberlagerung unddie Operation von e2 auf Q erzeugt die zyklis
he Gruppe der De
ktransformationen.Seien 
̂1 und 
̂2 Lifte von 
1 und 
2 auf Q.



32 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriDas Urbild von 
1(S1) unter der Abbildung Q! T2 istn�1[i=0 e2i
̂1(S1) � Q:Die S
hnittzahl von Sn�1i=0 e2i
̂1 mit 
̂2 ist glei
h der S
hnittzahl von 
1 mit 
2, alsoglei
h �n. Da e2i
̂1 homotop zu e2j 
̂1 ist, haben also e2i
̂1 und 
̂2 S
hnittzahl �1.Es gibt also t1; t2 2 S1 mit 
̂2(t1) 2 
̂1(S1) und 
̂2(t2) 2 e2
̂1(S1).Wir s
hreiben nun etwas salopp ℄t1; t2[ f�ur die Zusammenhangskomponente von S1�ft1; t2g, in der t1+ " f�ur gen�ugend kleines " > 0 liegt, und [t1; t2℄ f�ur deren Abs
hlu�in S1. Mit dieser Notation sind 
̂2j[t1;t2℄ und 
̂2j[t2;t1℄ geod�atis
he Segmente von 
̂2(t1)na
h 
̂2(t2). F�ur deren L�ange giltL�angeg(
̂2j[t1;t2℄) + L�angeg(
̂2j[t2;t1℄) = L�angeg(
̂2):Es gibt somit ein j 2 Zmod2, so da�L�angeg(
̂2j[tj ;tj+1℄) � (1=2) L�angeg(
̂2) = (1=2) `2(g):Nun betra
hten wir wieder Kurven auf T2. Das geod�atis
he Segment 
2j[tj ;tj+1℄ k�onnenwir nun dur
h ein Segment von 
1 zu einer ges
hlossenen Kurve 
02 ma
hen. Mit einer�ahnli
hen Argumentation wie oben, k�onnen wir annehmen, da� dieses Segment von
1 h�o
hstens die L�ange (1=2) L�angeg(
̂1) = (1=2) sys1�T2; g�hat. Die ges
hlossene Kurve 
02 hat also die L�angeL�angeg(
02) � (1=2) `2(g) + (1=2) sys1�T2; g� � `2(g):F�ur die Homotopieklasse von 
02 gilt [
02℄ 2 e2�1 � G, also [
2℄ 62 h[
1℄i. Die Kurve
02 besteht aus zwei geod�atis
hen B�ogen von 
2(t1) na
h 
2(t2) und hat in diesenbeiden Punkten E
ken. Runden wir diese E
ken ein bi�
hen ab, so erhalten wir eineKurve, die k�urzer als `2(g) ist und deren Homotopieklasse ni
ht in h[
1℄i liegt. Dieswiderspri
ht aber der De�nition von `2(g). Wir erhalten also Behauptung (1).F�ur den Beweis von (2) k�onnen wir �ahnli
h vorgehen, aber ni
ht v�ollig glei
h, da wirni
ht wissen, ob �([
02℄) 6= 1. Wir ben�otigen deswegen einige zus�atzli
he Konstruk-tionen.Wir w�ahlen ti; si 2 S1 so, da� 
̂2(ti) 2 e2b(i)
̂1(si), wobei die ti ihrem Index gem�a�auf S1 geordnet liegen sollen und b : f0; : : : ; n� 1g ! f0; : : : ; n� 1g eine Bijektionist. Die S
hreibweise [r; s℄ f�ur das "Intervall\ von r 2 S1 na
h s 2 S1 �ubernehmenwir aus Teil (1).
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he 2-Tori 33Wir de�nieren nun induktiv �uber i die ges
hlossenen Kurven ki f�ur i = 1; : : : ; n. DieKurve k1 setzen wir aus zwei Teilen zusammen: der erste Teil ist 
2j[t0;t1℄. Der zweiteist entweder 
1j[s0;s1℄ oder 
1j[s1;s0℄ | wel
hes dieser beiden St�u
ke wir w�ahlen, h�angtvon der Spin-Struktur ab: wir w�ahlen es so, da� �([k1℄) = �1. Dies ist m�ogli
h, da�([
1℄) = �1.Die Kurve ki f�ur 2 � i � n � 1 dur
hl�auft drei Teile: zun�a
hst denjenigen Teil von
1, den wir bei der De�nition von ki�1 ni
ht ausgew�ahlt haben, dann 
2j[ti�1;ti℄ unds
hlie�li
h entweder 
1j[s0;si℄ oder 
1j[si;s0℄. Die Wahl des letzten Teils ma
hen wirimmer so, da� �([ki℄) = �1.Die Kurve kn dur
hl�auft s
hlie�li
h den bei der De�nition von kn�1 ni
ht ausgew�ahl-ten Teil von 
1 und ans
hlie�end 
2j[tn�1;t0℄. Wir wollen zeigen, da� au
h �([kn℄) = �1.Es gilt nYi=1[ki℄ = [
2℄ � [
1℄n+2m�1f�ur einm 2 Z. Also ist Qn1 �([ki℄) = (�1)n. Da wir bereits f�ur i = 1; : : : ; n�1 wissen,da� �([ki℄) = �1, folgt au
h �([kn℄) = �1. Weiter istXL�angeg(ki) = (n� 1) spin-sys1(T2; g) + spin-`2(g) � n spin-`2(g);es gibt also mindestens ein ki mit L�angeg(ki) � spin-`2(g). Weiter ist klar, da�[ki℄ 62 h[
1℄i. Da ki wiederum E
ken hat und deswegen verk�urzt werden kann, erhaltenwir analog zu oben einen Widerspru
h zur De�nition von spin-`2(g). Somit habenwir au
h bei (2) die Annahme n � 2 zum Widerspru
h gef�uhrt. 2Nun sind wir soweit, da� wir einige Gr�o�en de�nieren k�onnen, die im Rest der Arbeiteine zentrale Rolle spielen. Wir de�nieren f�ur eine Riemanns
he Metrik g auf T2 undeine ni
ht-triviale Spin-Struktur �V(g) := area(T2; g)sys1(T2; g)2 = area(T2; g)`1(g)2W(g) := area(T2; g)`2(g)2spin-V(g; �) := area(T2; g)spin-sys1(g; �)2spin-W(g; �) := area(T2; g)spin-`2(g; �)2In den folgenden Abs
hnitten werden wir unter anderem au
h Abs
h�atzungen daf�urherleiten, wie si
h diese Gr�o�en unter konformer �Anderung der Metrik verhalten.



34 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriEine grobe Abs
h�atzung, die f�ur die wi
htigsten Resultate ausrei
ht, liefert Proposi-tion 3.7.6. Im na
hfolgenden Theorem 3.7.7 soll dieses Resultat no
h etwas verfeinertwerden. F�ur diese verfeinerten Abs
h�atzungen ben�otigen wir aber no
h ein te
hni-s
hes Lemma, das wir jetzt bereitstellen wollen.PROPOSITION 3.2.6. Die kompakte 2-dimensionale MannigfaltigkeitM trage zweikonforme Riemanns
he Metriken g2 und g1 = e2ug2. Sei A eine o�ene Menge inM mit glattem Rand. Das Bild der Abbildung �1( �A) ! �1(M) sei glei
h f1g.Die Funktion u erf�ulle u � 0 auf M � A und u = 0 auf dem Rand �A. Es istL�angeg1(�A) = L�angeg2(�A).(1) Ist � ein Normalteiler von �1(M), dann gilt�-sys1(M; g2) � �-sys1(M; g1) + 12L�angeg1(�A):(2) Sind �1, �2 Normalteiler von �1(M), dann gilt�1 [ �2-sys1(M; g2) � �1 [ �2-sys1(M; g1) + L�angeg1(�A):(3) Wissen wir zus�atzli
h�1-sys1(M; g1) + �2-sys1(M; g1) > �1 [ �2-sys1(M; g1) + L�angeg1(�A); (3.2.1)dann gilt au
h die st�arkere Abs
h�atzung�1 [ �2-sys1(M; g2) � �1 [ �2-sys1(M; g1) + 12L�angeg1(�A):Bemerkungen(1) S
hreiben wir �A als disjunkte Summe seiner Zusammenhangskomponenten�A = �Si2IBi, dann gilt L�angeg1(�A) = 2Xi2I diam(Bi; g1);wobei diam(Bi; g1) der (intrinsis
he) Dur
hmesser von Bi bez�ugli
h g1 ist. Er-setzen wir in der obigen Proposition L�angeg1(�A) dur
h 2Pdiam(Bi; g1), danngilt die Aussage und der Beweis au
h f�ur den Fall, da� die Dimension von Mgr�o�er als 2 ist. Au
h die Kompaktheit von M kann dur
h Kompaktheit von �Aersetzt werden.



3.2. Invarianten f�ur Riemanns
he 2-Tori 35(2) F�ur M = S2 � S1 sehen wir au
h deutli
h, wieso wir in den Voraussetzun-gen der Proposition ni
ht �1( �A) dur
h �1(A) ersetzen k�onnen | zumindestf�ur dimM � 3. Sei g1 die Produktmetrik einer kleinen runden S2 und einergro�en S1 = R=Z. Wir w�ahlen A :=M �S2�f0modZg. Wird die Funktion ugen�ugend klein auf S2 � ([:2; :8℄modZ), dann sind die Folgerungen der Propo-sition fals
h.Au
h auf RP2 gibt es eine �ahnli
he Metrik mit etwas s
hw�a
heren Eigens
haf-ten.Beweis von Proposition 3.2.6. In den F�allen (2) und (3) setzen wir � := �1[�2.Angenommen 
 sei eine ges
hlossene k�urzeste Kurve in (M; g1), deren freie Homoto-pieklasse ni
ht in � enthalten ist. Wir konstruieren nun eine Kurve 
̂ : S1 !M �Amit [
̂℄frei 6� � und L�angeg1(
̂) � L�angeg1(
) + k2L�angeg1(�A);wobei k = 1 in den F�allen (1) und (3), und k = 2 im Fall (2). Mit der o�ensi
htli
henUnglei
hung L�angeg2(
̂) � L�angeg1(
̂)folgt dann die Aussage.Zun�a
hst wollen wir annehmen, da� A zusammenh�angend ist, die allgemeine Si-tuation behandeln wir dana
h. Wenn 
 die Menge A ni
ht tri�t, sind wir fertig.Andernfalls zerlegen wir das IntervallD := 
�1(M � �A) = �[j2J℄aj; bj[in seine Zusammenhangskomponenten. In der relativen Homotopie-Gruppe �1(M; �A)gilt [
℄ = Yj2J[
j[aj ;bj ℄℄;wobei das Produkt nur endli
h viele Faktoren unglei
h 1 enth�alt. Wir identi�zieren� mit seinem Bild in �1(M; �A).Behauptung (1): W�ahle ein j 2 J , f�ur das [
j[aj ;bj ℄℄ 62 �. Wir w�ahlen nun 
̂ derart,da� 
̂j[aj ;bj ℄ = 
j[aj ;bj ℄und 
̂jS1�[aj ;bj ℄ sei K�urzeste von 
(bj) na
h 
(aj) auf �A. Es folgtL�angeg1(
̂jS1�[aj ;bj ℄) � 12L�angeg1(�A):



36 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriAlso erf�ullt 
̂ das Gew�uns
hte.Behauptung (2) und (3): Wenn es wie im Beweis von Behauptung (1) ein j gibt, f�urdas [
j[aj ;bj ℄℄ 62 �1 [ �2 gilt, so sind wir fertig.Andernfalls gibt es vers
hiedene j1; j2 2 J mit[
j[aj1 ;bj1 ℄℄ 2 �2 � �1und [
j[aj2 ;bj2 ℄℄ 2 �1 � �2:Aus jedem dieser beiden Kurvenst�u
ke konstruieren wir analog zur Konstruktionvon 
̂ in (1) eine ges
hlossene Kurven 
̂1 bzw. 
̂2. Es gilt dann�1-sys1(M; g1) + �2-sys1(M; g1) � �1 [ �2-sys1(M; g1) + L�angeg1(�A):Diese Unglei
hung widerspri
ht nat�urli
h der Voraussetzung (3.2.1), d. h. dieser Falltritt unter (3) nie auf.Wir m�ussen in diesem Fall also nur no
h die s
hw�a
here Aussage von (2) zeigen.Hierzu betra
hten wir eine Kurve 
̂, die auf B := [aj1; bj1 ℄ [ [aj2; bj2 ℄ mit 
 �uber-einstimmt und auf S1 � B aus zwei k�urzesten Verbindungen in �A besteht. Es giltdann L�angeg1(
̂jS1�B) � L�angeg1(�A):Hieraus erhalten wir Behauptung (2). Somit folgt die Aussage der Proposition f�urzusammenh�angendes A.Besteht nun A aus endli
h vielen Zusammenhangskomponenten, so konstruieren wir
̂ induktiv �uber die Anzahl i der Zusammenhangskomponenten. Bei jedem S
hrittnehmen wir die Konstruktion von 
̂ f�ur zusammenh�angende A.Wenn A sogar aus (abz�ahlbar) unendli
h vielen Zusammenhangskomponenten be-steht, dann konvergiert 
̂ f�ur i!1 gegen eine geeignete Kurve. 23.3 Modulr�aumeSei g eine Riemanns
he Metrik auf dem 2-Torus T2. Wir s
hreiben wie in den vorigenAbs
hnitten g = e2u~g mit einer 
a
hen Metrik ~g.Dann de�nieren wir eV(g) := V(~g)fW(g) :=W(~g):



3.3. Modulr�aume 37Da| wie gesagt | ~g bis auf eine Konstante si
h eindeutig aus g ergibt und V(g) undW(g) skalierungsinvariant sind, sind diese beiden Gr�o�en wohlde�nierte konformeInvarianten, d. h. sie sind invariant unter konform �aquivalenter �Anderung von g.Wir werden nun zeigen, da� diese Invarianten die konforme Struktur vollst�andig
harakterisieren.LEMMA 3.3.1. Sei [g℄ die konforme �Aquivalenzklasse von g. Dann de�niertm : [g℄! 0�vuut eV(g)fW(g) � eV(g)2; eV(g)1Aeine Bijektion von der Menge der konformen Strukturen von T2 auf die MengeM := f(x; y) j 0 � x � 1=2; y > 0; x2 + y2 � 1g:Der Torus (T2; g) ist konform �aquivalent zu R2=h(1; 0); m([g℄)i mit der Standardme-trik.Wir nennen M den Modulraum konformer Strukturen auf T2. Weiter nennen wirm([g℄) die Koordinaten der konformen Struktur im Modulraum M.Beweis. Da die Gr�o�en eV(g) und fW(g) konforme Invarianten sind, ist die Abbil-dung m wohlde�niert.In jeder konformen �Aquivalenzklasse ist eine 
a
he Metrik enthalten. Zu jedem 
a-
hen Torus (T2; g) gibt es aber eindeutig bestimmte (x; y) 2 M, so da� (T2; g)homothetis
h zu T (x; y) = R2=h(1; 0); (x; y)i mit der Standardmetrik ist. Weiter gilthierf�ur eV(g) = y und fW(g) = y=(x2 + y2), also m(g) = (x; y). Hieraus folgen dieAussagen des Lemmas. 2Wir wollen nun analog die Menge der spin-konformen �Aquivalenzklassen untersu-
hen. Die wohl banalste aber zuglei
h grundlegende spin-konforme Invariante ist dieTrivialit�at bzw. Ni
ht-Trivialit�at der Spin-Struktur: sind [g1; �1℄ und [g2; �2℄ spin-konform �aquivalent, dann ist �1 genau dann trivial (�1 � 1), wenn �2 trivial ist.Die spin-konformen �Aquivalenzklassen mit trivialem Spin-Homomorphismus stehenverm�oge [g; 1℄ 7! [g℄in Bijektion mit den konformen �Aquivalenzklassen. Analog zu oben bes
hreiben wirdiese spin-konformen Strukturen dur
h M. Wir nennen M in diesem Zusammen-hang au
h die kleine Zusammenhangskomponente des spin-konformen Modulraums.In dieser Arbeit sind wir aber in erster Linie an den ni
ht-trivialen Spin-Struktureninteressiert. Hierf�ur m�ussen neue Invarianten de�niert werden: Ist � : �1(T2) !
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Abbildung 3.1: Die Modulr�aumeM und spin-MZ2 ein ni
ht-trivialer Spin-Homomorphismus, dann de�nieren wir die beiden spin-konformen Invarianten spin-eV(g; �) := spin-V(~g; �)spin-fW(g; �) := spin-W(~g; �):Es gilt nun ein analoges LemmaLEMMA 3.3.2. Sei � ein ni
ht-trivialer Spin-Homomorphismus und g eine Rie-manns
he Metrik auf T2. Wir bezei
hnen mit [g; �℄ die spin-konforme �Aquivalenz-klasse von g; �. Dann de�niertspin-m : [g; �℄! 0�vuut spin- eV(g; �)spin-fW(g; �) � spin-eV(g; �)2 ; spin-eV(g; �)1Aeine Bijektion von der Menge der spin-konformen Strukturen von T2 mit ni
ht-trivialem Spin-Homomorphismus auf die Mengespin-M := f(x; y) j 0 � x � 1; y > 0; x2 + y2 � 1g:



3.4. Pino

hio- und Kegel-Metriken 39Versehen wir den TorusT (spin-m([g; �℄) := R2h(1; 0); spin-m([g; �℄)imit der Standardmetrik und dem Spin-Homomorphismus ~� mit~�((1; 0)) = ~�(spin-m([g; �℄)) = �1;dann ist T (spin-m([g; �℄) spin-konform �aquivalent zu (T2; g; �).Wir nennen spin-M die gro�e Zusammenhangskomponente des Modulraums spin-konformer Strukturen auf T2. Weiter nennen wir spin-m([g; �℄) die Koordinaten derspin-konformen Struktur im Modulraum spin-M. Der Modulraum spin-konformerStrukturen ist M _[ spin-M.Die Zuordnungsvors
hrift [g; �℄ 7! [g℄ de�niert eine AbbildungU :M _[ spin-M!M:Diese Abbildung ist eine Quotientenabbildung im Sinne topologis
her R�aume. Tri-vialerweise gilt U jM = id. Die Restriktion U jspin-M ist eine dreifa
he �Uberlagerungmit Verzweigungen �uber dem Rand vonM. Zur Verans
hauli
hung ist deswegen dasUrbild des Randes vonM, das im Innern von spin-M liegt, in Abbildung 3.1 d�unns
hwarz eingezei
hnet.Beweis von Lemma 3.3.2. Die Gr�o�en spin- eV(g; �) und spin-fW(g; �) sind spin-konforme Invarianten, d. h. sie sind konstant auf den spin-konformen �Aquivalenz-klassen von (g; �). Die Abbildung spin-m ist also wohlde�niert.In jeder spin-konformen �Aquivalenzklasse ist eine 
a
he Metrik enthalten. Zu jedem
a
hen Torus (T2; g) mit Spin-Homomorphismus � gibt es aber eindeutig bestimmte(x; y) 2 spin-M, so da� (T2; g) homothetis
h zu T (x; y) mit der Standardmetrikund dem im Lemma bes
hriebenen Spin-Homomorphismus ist. Weiter gilt hierf�urspin-eV(g) = y und spin-fW(g) = y=(x2+ y2), also spin-m(g) = (x; y). Hieraus folgendie Aussagen des Lemmas. 23.4 Pino

hio- und Kegel-MetrikenBevor wir eine Abs
h�atzung f�ur die Oszillation der Stre
kungsfunktion herleiten,wollen wir no
h zwei Beispielfamilien darstellen. Dies soll in diesem Abs
hnitt ge-s
hehen. Die H�ohenlinien dieser Beispiele haben eine besonders einfa
he Gestalt,deswegen erlei
htern sie das Verst�andnis der Beweise des folgenden Abs
hnitts.



40 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriDie Beispiele sind aber au
h deswegen wi
htig, weil sie aufzeigen, da� man
he Vor-aussetzungen in den Resultaten notwendig sind (z. B. in den Theoremen 3.5.1 und3.6.1, in Korollar 3.6.8 und in Theorem 3.7.7).�Ahnli
he Beispiele �nden si
h bereits h�au�g in der Literatur. Au
h der bereits zi-tierte Artikel [BrM91℄ konstruiert �ahnli
he Beispiele: dort sind es jedo
h L�osungsfa-milien von Glei
hung (3.1.2), auf eine geometris
he Interpretation wird verzi
htet.Um die Beispiele diskutieren zu k�onnen, ben�otigen wir zun�a
hst ein Lemma.LEMMA 3.4.1. Die Kreiss
heibe BR(0) � C von Radius R trage eine rotationssym-metris
he Metrik g, d. h. S1 = fz 2 C j jzj = 1g operiert verm�oge der Multiplikationisometris
h auf (BR(0); g). Au�erdem gebe es ein S 2 ℄0; R[, so da� g auf dem RingRS;R := BR(0) � BS(0) mit der Standardmetrik geukl von C �ubereinstimmt. Danngibt es einen Di�eomorphismus 	 : BR(0) ! BR(0), der RS;R punktweise �x l�a�t,und eine rotationssymmetris
he Funktion u : BR(0) ! R mit supp u � BS(0), soda� 	�(g) = e2ugeukl. Dieses u ist eindeutig.Beweis. Na
h dem Riemanns
hen Abbildungssatz ([Fo81, 3.27.9℄) ist (BR(0); g)konform zu (B1(0); geukl) oder (C ; geukl). Aus diesem Grunde gibt es eine Funktionu1 : BR(0) ! R, so da� e�2u1g 
a
h ist. Also erf�ullt u1 die Glei
hung Kg = �gu1.Da auf RS;R die Kr�ummung Kg vers
hwindet, ist u1 eine harmonis
he Funktion aufRS;R. Nun setzen wir u2(x) := Z 10 u1 �e2�itx� dt:Die Funktion u2 erf�ullt ebenfalls Kg = �gu2 und ist zus�atzli
h invariant unter derAktion von S1. Folgli
h ist u2 eine rotationssymmetris
he und harmonis
he Funktionauf RS;R. Als sol
he erf�ullt u2 auf RS;R die Di�erentialglei
hungr �2�r2u2 + ��ru2 = 0und hat deswegen die Form a+ b log r. Es gilt2�b = b Z�BR(0) � d log r = Z�BR(0) � du2 = ZBR(0) d � du2= � ZBR(0) dvolg�gu2 = � ZBR(0) dvolgKg; (3.4.1)und das letzte Integral ist na
h dem Satz von Gau�-Bonnet glei
h Null.Setzen wir also u3 := u2 � a, dann ist der Tr�ager von u in BS(0). Au�erdem ist(BR(0); e�2u3g) 
a
h und rotationssymmetris
h, also eine 
a
he Kreiss
heibe mitUmfang 2�R. Es gibt deshalb eine Isometrie 	 : (BR(0); geukl) ! (BR(0); e�2u3g),die RS;R �x l�a�t. Wir setzen u := u3 Æ	 und erhalten die Aussage des Lemmas f�uru.



3.4. Pino

hio- und Kegel-Metriken 41Angenommen u w�are ni
ht eindeutig und sei û eine weitere L�osung. Dann liegt û�uim Kern von �~g und vers
hwindet auf dem Ring RS;R. Hieraus folgt û = u, also dieEindeutigkeit. 2Um die folgende Konstruktion besser zu verstehen, betra
hte man Abbildung 3.2.F�ur � 2 [0; �=2[ setzen wir Æ := (�=4) � (�=2). Sei nun B� ein glattes regul�aresKurvenst�u
k in R2 = spanfex; ezg � R3 von (�2; 0) na
h (�1; Æ), das nirgends na
hre
hts gekr�ummt ist, in einer Umgebung von (�2; 0) mit der x-A
hse �ubereinstimmtund in einer Umgebung von (�1; Æ) mit einer Geraden �ubereinstimmt, die mit derx-A
hse den Winkel (�=2)�� eins
hlie�t (siehe Abbildung 3.2). Wir fordern au�er-dem, da� der Einheitstangentialvektor nur den Winkelberei
h von 0 bis (�=2) � ��uberstrei
ht | ans
hauli
h gesagt: wir verbieten Loopings. Nun rotieren wir B�um die z-A
hse und erhalten eine Rotations
�a
he, die wir die So
kel
�a
he S1;� mitRadius 1 und Winkel � nennen wollen. Zentris
he Stre
kung von S1;� am Ursprungmit Faktor R ergibt die So
kel
�a
he SR;� mit Radius R. Nun punktspiegeln wir B�am Punkt (�1; 0), rotieren abermals um die z-A
hse und erhalten na
h zentris
herStre
kung um den Faktor � die Kappe 
�;� mit Radius �.Im folgenden sei nun R 2 ℄0; 1=4[ gegeben. Wir nehmen nun ein H > 0, so da�� := R�H tan � > 0.F�ur � > 0 de�nieren wir nun eine neue Fl�a
he. Aus dem TorusRZ � RZ � f0g � RZ � RZ � R;der mit der Standardmetrik versehen ist, s
hneiden wir einen Ball vom Radius 2Rum den Ursprung aus und kleben hier die So
kel
�a
he SR;� ein. Auf die zweite, no
hunverklebte Randkomponente von SR;� setzen wir den Mantel eines Kegelstumpfsmit Basisradius R und H�ohe H, der zu einem Kegel mit halbem �O�nungswinkel �geh�ort. An den oberen Rand dieses Kegelstumpfmantels kleben wir die um (R+�)Æ+H na
h oben vers
hobene Kappe 
�;�. Die Fl�a
he M , die wir so erhalten haben, istwieder di�eomorph zu einem 2-Torus.M trage nun die von RZ � RZ � R induzierte Metrik. Diese Metrik nennen wir dieKegelmetrik gR;H;�. Na
h dem vorangehenden Lemma kann der Di�eomorphismusF : T2 !M so gew�ahlt werden, da� F �gR;H;� = e2u geukl, wobei der Tr�ager von u ineinem Ball von Radius 2R um den Ursprung liegt. Au�erdem ist u, einges
hr�anktauf diesen Ball, rotationssymmetris
h. Wir identi�zieren M mit T2 mittels F .Im Fall � = 0 gehen wir analog vor. Anstelle eines Kegelstumpfs der H�ohe H nehmenwir einen Zylinder der H�ohe H und setzen � := R. Wir erhalten die Metrik gR;H;0.In den folgenden Beispielen werden wir H gegen unendli
h gehen lassen. Die aufden 
a
hen Torus aufgeklebte, im wesentli
hen zylinderf�ormige Nase wird somit
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x

z

���R R�2R 2RÆRSR;� SR;�


�;� + (R + �)Æ +H
H�
Abbildung 3.2: Die Kegel-Metrikl�anger und l�anger. Dies erinnert an die Ges
hi
hte "Pino

hios Abenteuer\ von CarloCollodi. Deswegen nennen wir diese Metriken Pino

hio-Metriken.Man bea
hte, da� alle hier konstruierten Pino

hio- und Kegel-Metriken konform�aquivalent zum quadratis
hen 
a
hen Torus sind, mit der Notation der vorangehen-den Abs
hnitte gilt also ~g = konst � geukl.Wir haben deshalb spin-V(gR;H;�) = V(~g) = area(T2; ~g)sys1(T2; ~g)2 = 1:Man sieht sofort ZT2;gR;H;� ���KgR;H;� ��� = 4�(1� sin�):Um den Spra
hgebrau
h zu vereinfa
hen, nennen wir sowohl den eingesetzten Kegel-stumpfmantel der Kegelmetrik, als au
h den eingesetzten Zylinder der Pino

hio-Metrik kurz Kegelst�u
k. Auf dem Kegelst�u
k ist u wieder eine harmonis
he und



3.4. Pino

hio- und Kegel-Metriken 43

H
4R

2R
� = 0

4R
� H

Abbildung 3.3: Pino

hio- und Kegel-Metrikenrotationssymmetris
he Funktion. Na
h Einf�uhrung von Polarkoordinaten (r; ') auf(T2; geukl) hat u also wiederum die Formu(r; ') = a+ b log r:Wenn (r; ') auf dem Kegelst�u
k liegt, dann gilt nun aber diesmalZBr(0)KgR;H;� = 2�(1� sin�);also mit Glei
hung (3.4.1) u(r; ') = a+ (sin� � 1) log r:Das Kegelst�u
k soll nun vom Koordinatenradius r1 bis r2 gehen. Die L�ange desunteren Randes des Kegelst�u
ks k�onnen wir auf zwei Arten ausdr�u
ken:2�R = 2�r2eu(r2); (3.4.2)also logR = a+ sin � log r2. Analog ergibt der obere Rand log � = a+ sin� log r1.F�ur die Kegel-Metrik (� > 0) ergibt si
h alsoos
 u � u(r1)� u(r2) = (1� sin �)�log(r2)� log(r1)�=  1sin� � 1! log R� ! ;



44 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-Toriund dieser Ausdru
k geht f�ur �=R! 0 gegen unendli
h.F�ur die Pino

hio-Metrik (� = 0) haben wir hingegenH = Z r2r1 eu(r) dr = �u (r1)� u (r2)�ea;und na
h (3.4.2) gilt R = ea, alsoH=R = u(r1)� u(r2) � os
 u:Also geht os
 u f�ur H=R!1 gegen unendli
h.Wir erhalten also hinrei
hende Kriterien, wann os
 u gegen unendli
h geht. Wennwir nun also in den folgenden Kapiteln eine obere S
hranke f�ur os
 u �nden wollen,mu� diese S
hranke Terme enthalten, die f�ur H=R!1 bzw. �=R! 0 gro� werden.3.5 Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktionSei (M; g) eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit (evtl. mit Rand). Wir bezei
hnen mitK+ := maxfK; 0g und K� := minfK; 0g den positiven und negativen Teil derGau�s
hen Kr�ummung. Au�erdem sei f�ur p 2 [1;1℄Kp(M; g) := kKgkLp(M;g) vol(M; g) 2n� 1pK�p (M; g) := kK�g kLp(M;g)vol(M; g) 2n� 1pdie p-Norm der Gau�s
hen Kr�ummung von (M; g) (bzw. des positiven oder nega-tiven Teils), multipliziert mit einer Volumenpotenz. Die Gr�o�e Kp(M; g) ist skalie-rungsinvariant. F�ur kompaktes M ist Kp(M; g) endli
h und stetig in p. Wegen derH�olders
hen Unglei
hung ist Kp(M; g) monoton wa
hsend in p. Analoges gilt f�urK�p (M; g).THEOREM 3.5.1. Der 2-Torus T2 trage eine Riemanns
he Metrik g = e2u~g mit ~g
a
h. F�ur ein p 2 ℄1;1℄ gelte Kp := Kp(T2; g) < 4�:Dann haben wir die Abs
h�atzungen(1) os
 u � S�Kp; p;V(~g)�;(2) os
 u � S�Kp; p;V(g)�;wobei S(K; p;V) := 12 ���� log�1� K4�� ����+ K8� � 2K q log(2q) + qK4� + KV8mit q := p=(p� 1).



3.5. Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktion 45Da Kp stetig in p ist, erhalten wir also genau dann eine S
hranke, wenn K1 < 4�ist. Die S
hranke S wird grundlegend f�ur die Kapitel 4 und 5 sein.Bemerkung. Die Abs
h�atzung (1) ist st�arker als Abs
h�atzung (2). Dies wird inProposition 3.7.2 klar werden. Kennen wir also den konformen Typ, z. B. aufgrundder Symmetriegruppe von (T2; g), dann erhalten wir aus (1) eine bessere Abs
h�at-zung als aus (2). Der Vorteil der Abs
h�atzung (2) ist, da� wir selbst dann eineAbs
h�atzung erhalten, wenn wir die konforme Invariante V(~g) ni
ht kennen.Beispiel. Es kann keine S
hranke os
 u � S1(K1;V(~g)) geben. Dies zeigen die Ke-gelmetriken gR;H;� mit festem R und � und H ! R 
ot�. Denn dann gilt �! 0 undsomit os
 u!1, wohingegen V(~g) � 1 und K1 � 4�(1� sin�) konstant bleiben.Bemerkung. Ob die S
hranke os
 u � S(Kp; p;V(~g)) so verbessert werden kann,da� sie au
h f�ur Kp � 4� gilt, soll in dieser Arbeit o�enbleiben. Die Pino

hio-Metriken gR;H;0 mit H ! 1 und R = konst liefern jedenfalls kein Gegenbeispiel:f�ur sie gilt zwar os
 u � H ! 1, aber au
h Kp ! 1 f�ur p > 1: Wenn wir aufkonstantes Volumen reskalieren konzentriert si
h f�ur p ! 1 die Kr�ummung der"Nasenspitze\ auf einer kleiner werdenden Fl�a
he.Der Beweis von Theorem 3.5.1 beruht im wesentli
hen auf drei Abs
h�atzungen (Ko-rollar 3.5.6, Satz 3.5.7 und Satz 3.5.9). In den Beweisen f�ur diese Abs
h�atzungenwiederum ben�otigen wir zwei Analysis-Lemmata, mit denen wir beginnen wollen.LEMMA 3.5.2. Gegeben seien die Funktionen f; g : [a; b℄ ! R mit f monotonwa
hsend, g stetig di�erenzierbar und f(a) = g(a). Es existiere ferner eine abge-s
hlossene Nullmenge N , so da� f auf [a; b℄ � N di�erenzierbar ist und f 0 � g0erf�ullt. Dann gilt au
h f(b) � g(b).Beweis. Die kompakte Nullmenge N kann mit endli
h vielen disjunkten o�enenIntervallen I1; : : : ; In �uberde
kt werden, wobei vol(S Ij) � " f�ur beliebig kleines ".Wegen der Monotonie von f gilt somitf(b) � f(a) + Z[a;b℄�S Ij f 0 � g(a) + Z[a;b℄�S Ij g0 � g(b)� "max g0;und im Limes "! 0 folgt die Aussage. 2LEMMA 3.5.3. Seien f1 und f2 zwei L1-Funktionen auf [a; b℄ und g1; g2 : [a; b℄ !R+ stetige Funktionen. Sei C 2 R+ . F�ur alle t 2 [a; b℄ geltef1(t) � g1(t)�C + Z ta g2(s)f1(s) ds�f2(t) = g1(t)�C + Z ta g2(s)f2(s) ds� :Dann ist f1(t) � f2(t) im De�nitionsberei
h.



46 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriBeweis. Angenommen es existiere ein t 2 [a; b℄ mit f1(t) < f2(t). Dann ist t0 :=infft 2 [a; b℄ j f1(t) < f2(t)g 2 [a; b[ und f1(t0) = f2(t0). Wir setzenS := maxt2[a;b℄ g1(t) � maxt2[a;b℄ g2(t)und t1 := minft0 + 1=(2S); bg.F�ur t 2 [t0; t1℄ giltf2(t)� f1(t) � g1(t) Z tt0 g2(s) (f2(s)� f1(s)) ds� S jt1 � t0j maxs2[t0;t1℄ f2(s)� f1(s) � 12 maxs2[t0;t1℄ f2(s)� f1(s)Und somit gilt f1(t) � f2(t) auf [t0; t1℄ im Widerspru
h zur Konstruktion von t0. 2SATZ 3.5.4. Sei G eine bes
hr�ankte, o�ene Menge in R2 mit der Standardme-trik ~g = geukl. Ferner sei u : G ! R+0 eine glatte Funktion mit uj�G � 0 undg = e2u~g eine weitere Riemanns
he Metrik. Wir de�nieren �0 := area(G; g), undf�ur die Gau�s
he Kr�ummung Kg bez�ugli
h g seik(A) := sup(ZbG;gKg ����� bG o�ene Menge in G, area( bG; g) = A) :Es gebe weiter � 2 ℄0; 2�[, C > 0, r 2 ℄0; 1℄ und �1 2 ℄0; �0℄, so da�k(A) � �C � Ar � � f�ur 0 � A � �1� f�ur �1 � A � �0:Dann gilt maxu � 12 ����log�1� �2������+ �4� � 2� log �0rpr �1! :KOROLLAR 3.5.5. Sei G eine bes
hr�ankte, o�ene Menge in R2 mit der Standard-metrik ~g. Ferner sei u : G ! R+0 eine glatte Funktion mit uj�G � 0 und g = e2u~geine weitere Riemanns
he Metrik. F�ur ein p 2 ℄1;1℄ sei K+p = K+p (G; g) < 2�.Dann haben wir die Abs
h�atzungmaxu � 12 �����log 1� K+p2� !����� + K+p4� � 2K+p q log q;wobei q := p=(p� 1).



3.5. Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktion 47KOROLLAR 3.5.6. Sei G eine o�ene Menge in T2, so da� alle S
hleifen 
 : S1 !G in T2 zusammenziehbar sind. Ferner sei ~g ein 
a
he Metrik auf T2 und g = e2u~geine weitere Riemanns
he Metrik, wobei u : T2 ! R eine glatte Funktion mit uj�G �0 und ujG � 0 ist. F�ur ein p 2 ℄1;1℄ seiKp = Kp(T2; g) < 4�:Dann haben wir die Abs
h�atzungmaxx2G u(x) � 12 ����log�1� Kp4������ + Kp8� � 2Kp q log(2q);wobei q := p=(p� 1).Beweis von Satz 3.5.4. Sei v ein zun�a
hst ein regul�arerWert von u. Wir de�nierenG(v) := fx 2 G j u(x) > vg, dies ist also die Menge aller Punkte, deren Wert gr�o�erals v ist. Den Fl�a
heninhalt von G(v) bez�ugli
h g bzw. ~g bezei
hnen wir mit A(v)bzw. ~A(v). Die L�ange des Randes �G(v) dementspre
hend mit l(v) bzw. ~l(v). AlsFunktionen in v betra
htet sind A(v), ~A(v), l(v) und ~l(v) di�erenzierbar in allenregul�aren Werten v von u. Es gilt hiermite2v ~A(v) � A(v) � e2maxu ~A(v) (3.5.1)e2v ddv ~A(v) = ddvA(v) (3.5.2)ev~l(v) = l(v) (3.5.3)ZG(v);gKg � k(A(v)): (3.5.4)Andererseits ist na
h Glei
hung (3.1.1)ZG(v);gKg = ZG(v);g�gu = � Z�G(v) � du = Z�G(v);~g jduj~g: (3.5.5)Die letzte Glei
hung folgt, da u immer in Ri
htung des Inneren steigt und somit� du auf �G(v) immer negativ orientiert ist. Unter anderem sehen wir au
h, da�RG(v);gKg positiv ist f�ur alle regul�aren Werte v von u, die im Bild von u liegen.Wir bere
hnen unter Verwendung von (3.5.4) und (3.5.5)� ddv ~A(v) = Z�G(v);~g 1jduj~g � ~l(v)2R�G(v);~g jduj~g� ~l(v)2k(A(v)) (3.5.6)



48 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-Torif�ur alle regul�aren Werte v von u, die im Bild von u liegen. Nun benutzen wir dieisoperimetris
he Unglei
hung ~l(v)2 � 4� ~A(v) (3.5.7)und erhalten somit � ddv ~A(v) � 4�k(A(v)) ~A(v): (3.5.8)Sei u2 2 [0;maxu[ so gew�ahlt, da� A(u2) = �2 := rpr �1. Wir unters
heiden nun diebeiden F�alle, da� der regul�are Wert v gr�o�er oder kleiner glei
h u2 ist.Sei zun�a
hst v > u2. In diesem Fall erhalten wir aus (3.5.1),(3.5.2),(3.5.8) und dergegebenen S
hranke an k(A) die Abs
h�atzung� ddvA(v) � 4�C � A(v)r e2(v�max u)A(v);und somit �1r ddvA(v)r � 4�C e2(v�max u):Die Menge der singul�aren Werte der Funktion u ist na
h dem Lemma von Sard[Mi65, x 2℄ eine Nullmenge. Da diese Menge zudem abges
hlossen ist, erlaubt unsLemma 3.5.2 nun, diese Glei
hung von u2 bis maxu zu integrieren. Wir verwendenau�erdem A(maxu) = 0 und erhalten1rA(u2)r � 2�C e�2maxu �e2maxu � e2u2� = 2�C �1� e2(u2�maxu)� :Dies ergibt wegen A(u2) = �2 = rpr �1 und C�1r � �1� e2(u2�maxu) � C2�rA(u2)r � �2�und somit (maxu)� u2 � 12 ����log�1� �2������: (3.5.9)Nun betra
hten wir den Fall v < u2. Aus Abs
h�atzung (3.5.9) wissen wir, da�~A(u2) � e�2maxuA(u2) = e�2maxu�2 � e�2u2�3;wobei wir �3 := �1� �2���2setzen. Wir erhalten~A(v) � Z u2v e�2�v  � dd�vA(�v)! d�v + e�2u2�3:



3.5. Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktion 49�Uber die singul�aren Werte �v kann hin�uber integriert werden, da eine monoton fal-lende Funktion h : [a; b℄ ! R fast �uberall di�erenzierbar ist und h(a) � h(b) �R ba �h0(t) dt erf�ullt.Unglei
hung (3.5.8) ergibt dann� ddvA(v) � 4�� e2v  Z u2v e�2�v  � dd�vA(�v)! d�v + e�2u2�3! :Sei nun f die L�osung der zu dieser Integral-Unglei
hung geh�orenden Integral-Glei-
hung, d. h. f(v) = 4�� e2v �Z u2v e�2�vf(�v) d�v + e�2u2�3� :Di�erentiation hiervon ergibt die Di�erential-Glei
hungddvf(v) = 2f(v)� 4�� f(v)mit Startwert f(u2) = (4�=�)�3. Wir erhalten die L�osungf(v) = 4�� �3 e( 4�� �2)(u2�v):Na
h Lemma 3.5.3 wissen wir nun, da�� ddvA(v) � f(v) = 4�� �3 e( 4�� �2)(u2�v)und Integration von 0 bis u2 liefert mit Lemma 3.5.2 und A(0) = �0�0 � �2 � �3�1� �2���1 �e( 4�� �2)u2 � 1� :Also u2 � �4� � 2� log 1 + �1� �2�� (�0 � �2)�3 != �4� � 2� log �0rpr �1!Dies ergibt zusammen mit (3.5.9) die Abs
h�atzung des Satzes. 2



50 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriBeweis von Korollar 3.5.5. Es gilt f�ur beliebige o�ene Teilmengen bG � GZbG;gKg � 


K+g 


L1(bG;g)� 


K+g 


Lp(bG;g) area( bG; g)1=q � K+p  area( bG; g)area(G; g)!1=q :Somit k�onnen wir Satz 3.5.4 anwenden mit � = K+p , r = 1=q, C = K+p area(G; g)�1=qund �0 = �1 = area(G; g) und erhalten direkt die Formel des Korollars. 2Beweis von Korollar 3.5.6. Aufgrund des Satzes von Gau�-Bonnet gilt����ZbG;gKg���� = ����ZT2�bG;gKg����f�ur beliebige o�ene Teilmengen bG � G. Deswegen ist����ZbG;gKg���� � 12 ZT2;g jKgj � 12Kp:Andererseits ist f�ur area( bG; g) < 2�qarea(T2; g) die Abs
h�atzung����ZbG;gKg���� � kKgkLp(bG;g) area( bG; g) � Kp  area( bG; g)area(T2; g)!1=qbesser.Da alle S
hleifen 
 : S1 ! G in T2 zusammenziehbar sind, kann man die Menge Gauf R2 liften.Wir k�onnen deshalb Satz 3.5.4 mit � := (1=2)Kp, r := 1=q, C := Kp area(T2; g)�1=q,�0 := area(G; g) � area(T2; g) und �1 := minf�0; 2�qarea(T2; g)g anwenden. Danngilt �0=�1 � 2q. Also log �0rpr �1 � q log(2q): 2Bemerkung. Diese Abs
h�atzung von ���RbG;gKg��� k�onnen wir etwas verbessern. Wirsetzen a := area( bG; g)1=q und b := area(T2 � bG; g)1=q und s
h�atzen ab:����ZbG;gKg���� � ba+ b ����ZbG;gKg����+ aa + b ����ZT2�bG;gKg���� � aba+ b kKgkLp(bG);gDies f�uhrt zu einer verbesserten Abs
h�atzung von k(A(v)).M�o
hte man zu einem konkret gegebenen Torus eine verbesserte Abs
h�atzung vonmaxu in Korollar 3.5.6 erhalten, so kann man diese verbesserte Abs
h�atzung vonk(A(v)) direkt in Unglei
hung (3.5.8) einsetzen und die Abs
h�atzung von maxudur
h numeris
hes Auswerten der so erhaltenen Di�erential-Unglei
hung verbessern.



3.5. Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktion 51SATZ 3.5.7. Sei G eine bes
hr�ankte, o�ene Menge in R2 mit der 
a
hen Standard-metrik ~g = geukl. Ferner sei u : G ! R�0 eine glatte Funktion mit uj�G � 0. Wirsetzen g := e2u~g. F�ur ein p 2 ℄1;1℄ sei q := p=(p� 1). Dann giltminu � �qK�p (G; g)4� :Beweis von Satz 3.5.7. Diesmal de�nieren wir � := K�p (G; g) und G(v) := fx 2G j u(x) < vg. Wie im Beweis von Satz 3.5.4 seien A(v) und l(v) bzw. ~A(v) und ~l(v)der Fl�a
heninhalt von G(v) und die L�ange von �G(v) bez�ugli
h der Metrik g bzw.~g. Au
h hier gelten (3.5.2), (3.5.3) und (3.5.7). Hingegen m�ussen wir (3.5.1) und(3.5.5) modi�zieren: e2v ~A(v) � A(v) (3.5.10)ZG(v);gKg = � Z�G(v);~g jduj~g:Au�erdem bekommen wirk(v) := � ZG(v);gKg � 


K�g 


Lp(G(v));g area(G(v); g)1=q = � A(v)A(0)!1=qDann erhalten wir au
h ein Analogon zu Unglei
hung (3.5.8), allerdings mit anderemVorzei
hen: ddv ~A(v) � 4�k(v) ~A(v): (3.5.11)S
hlie�li
h bekommen wir analog zu (3.5.6)ddv ~A(v) � ~l(v)2�  A(0)A(v)!1=q :Mit (3.5.2), (3.5.7) und (3.5.10) ergibt si
h hierausddvA(v) � 4�� A(v) A(0)A(v)!1=q :Wir benutzen wieder Lemma 3.5.2 und das Lemma von Sard, um diese Glei
hungvon minu bis 0 zu integrieren, und erhaltenq �A(0)1=q � A(minu)1=q� � 4�� A(0)1=q jminuj;und da wiederum A(minu) = 0, impliziert diesjminuj � q�4� : 2



52 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriLEMMA 3.5.8. Sei G eine o�ene Menge in (T2; g) mit glattem Rand. Wir nehmenan, da� es ges
hlossene Kurven 
1 : [0; 1℄! G und 
2 : [0; 1℄! T2 �G gibt, die alsKurven auf T2 betra
htet ni
ht null-homolog sind. Dann giltL�angeg(�G) � 2 sys1�T2; g�:Beweis von Lemma 3.5.8. Fassen wir G als 2-Zykel auf. so ergibt si
h unmit-telbar, da� der Rand �G von G null-homolog ist. Wir zerlegen nun �G in seineZusammenhangskomponenten X1; : : : ; Xk, wobei jedes Xi di�eomorph zu S1 ist.Wir werden zeigen, da� ni
ht alle Xi null-homolog sind. Da aber �G null-homologist, gibt es mindestens zwei ni
ht null-homologe Xi. F�ur jedes ni
ht null-homologeXi ist aber L�angeg(Xi) � sys1(T2; g) und deswegenL�angeg(�G) �XL�angeg(Xi) � 2 sys1�T2; g�:Angenommen alle Xi seien null-homolog. Sei � : R2 ! T2 die universelle �Uberlage-rung. Dann s
hreiben wir ��1(�G) = _[i2NYials disjunkte Vereinigung von abz�ahlbar vielen S1. Wir w�ahlen nun Lifte ~
i : R ! R2von 
i, d. h. � (~
i(t+ z)) = 
i(t) f�ur alle t 2 [0; 1℄, z 2 Z und i = 1; 2 und w�ahleneinen Weg ~
 : [0; 1℄! R2 , der ~
1(0) mit ~
2(0) verbindet. Dann de�nieren wir I als dieMenge aller i, f�ur die Yi die Spur von ~
 tri�t. Da I endli
h ist, erhalten wir induktivmit Hilfe des Jordan-S
hoen
iess
hen Kurvensatzes ein Kompaktum K � R2 mitRand Si2I Yi. Man �uberlegt si
h nun lei
ht, da� entweder ~
1(0) oder ~
2(0) im Innernvon K liegt.Mit ~
i(0) liegt aber ganz ~
i(R) im Innern des Kompaktums K. Nun ist aber ~
i(R) =��1 (
i([0; 1℄)) abges
hlossen und somit kompakt, was wiederum bedeutet, da� 
i imWiderspru
h zu unserer Annahme null-homolog ist. 2SATZ 3.5.9. Der 2-Torus T2 trage eine Riemanns
he Metrik g = e2u~g mit ~g 
a
h.F�ur alle regul�aren Werte v 2 R von u sei l(v) bzw. ~l(v) die L�ange der H�ohenliniefx 2 T2 j u(x) = vg bez�ugli
h g bzw. ~g.(1) Gilt f�ur alle regul�aren v 2 [v1; v2℄ die Abs
h�atzung ~l(v) � eL0 > 0, so folgtv2 � v1 � K1(T2; g) area(T2; ~g)2eL02 :



3.5. Abs
h�atzung der Stre
kungsfunktion 53(2) Gilt f�ur alle regul�aren v 2 [v1; v2℄ die Abs
h�atzung l(v) � L0 > 0, so folgtv2 � v1 � K1(T2; g) area(T2; g)2L02 :Zusammen mit Lemma 3.5.8 folgt daraus sofort:KOROLLAR 3.5.10. Der 2-Torus T2 trage eine Riemanns
he Metrik g = e2u~g mit~g 
a
h. Ferner seien ni
ht null-homologe ges
hlossene Wege 
i : S1 ! T2 gegeben.Wir setzen v1 := maxt2S1 u Æ 
1(t) und v2 := mint2S1 u Æ 
2(t):Dann gilt(1) v2 � v1 � K1(T2; g)V(~g)8 ;(2) v2 � v1 � K1(T2; g)V(g)8 :Beweis von Satz 3.5.9. Wir setzen K1 := K1(T2; g). Sei v 2 ℄v1; v2[ ein regul�arerWert von u. Wie in den vorigen S�atzen sei G(v) := fx 2 T2 j u(x) < vg, A(v)der Fl�a
heninhalt von G(v) bez�ugli
h g und l(v) die L�ange von �G(v) bez�ugli
h g.Au�erdem gilt analog zu (3.5.5)ZG(v);gKg = � ZT2�G(v);gKg = Z�G(v) � duund somit Z�G(v);~g jduj~g = Z�G(v);g jdujg = Z�G(v) � du � 12 ZT2;g jKgj � K12 :Wir erhalten nun ddv ~A(v) = Z�G(v);~g 1jduj~g � ~l(v)2R�G(v);~g jduj~g � 2 eL02K1 :Mit Lemma 3.5.2 erhalten wir somitarea(T2; ~g) � ~A(v2)� ~A(v1) � 2 eL02K1 (v2 � v1);also die Behauptung (1).Analog zeigen wir Behauptung (2):ddvA(v) = Z�G(v);g 1jdujg � l(v)2R�G(v);g jdujg � 2 L02K1 ;area(T2; g) � A(v2)� A(v1) � 2 L02K1 (v2 � v1): 2



54 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriAlternativ k�onnten wir in Korollar 3.5.10 au
h Behauptung (2) aus Behauptung (1)mit der sp�ater bewiesenen Proposition 3.7.2 herleiten.Beweis von Theorem 3.5.1. Wir setzen wieder G(v) := fx 2 T2 j u(x) > vg. Seinun v2 das Supremum aller v 2 R, f�ur die es einen ges
hlossenen Weg 
2 : S1 !G(v) gibt, der in T2 ni
ht null-homolog ist. Analog de�nieren wir bG(v) := fx 2T2 j u(x) < vg, und sei v1 das In�mum aller v 2 R, f�ur die es einen ges
hlossenenWeg 
1 : S1 ! bG(v) gibt, der in T2 ni
ht null-homolog ist.F�ur jedes " > 0 nehmen wir nun derartige 
1;" und 
2;" mit v1;" := max(u Æ 
1;") �v1+" und v2;" := min(uÆ 
2;") � v2�". Wir wenden Korollar 3.5.10 an und erhaltenim Limes "! 0 v2 � v1 � K1(T2; g)V(~g)8� Kp(T2; g)V(~g)8 : (3.5.12)Nun wenden wir Korollar 3.5.6 f�ur G := G(v), v := v2 + " an, wobei wir u dur
hu� v ersetzen. Wir erhalten im Limes "! 0(maxu)� v2 � 12 ����log�1� Kp4������+ Kp8� � 2Kp q log(2q); (3.5.13)wobei q := p=(p� 1).Analog bekommen wir aus Satz 3.5.7v1 � (minu) � qKp(G; g)4� : (3.5.14)Addition der Unglei
hungen (3.5.12), (3.5.13) und (3.5.14) ergibt s
hlie�li
h die Be-hauptung (1).Behauptung (2) zeigt man v�ollig analog oder mit Proposition 3.7.2. 23.6 Fl�a
heninhalt und Dur
hmesserDieser Abs
hnitt enth�alt einige Abs
h�atzungen, die si
h aus unseren Methoden ausAbs
hnitt 3.5 ergeben. Sie sind eigenst�andige Ergebnisse, d. h. wir werden sie inden n�a
hsten Kapiteln ni
ht ben�otigen. Theorem 3.6.1 geht zwar in den Beweisvon Theorem 3.7.7 ein, die na
hfolgenden Kapitel sind aber so formuliert, da� sieohne Theorem 3.7.7 auskommen. Leser, die nur an den Spektralabs
h�atzungen und



3.6. Fl�a
heninhalt und Dur
hmesser 55den Anwendungen auf die Willmore-Vermutung interessiert sind, k�onnen also diesenAbs
hnitt �uberspringen.Zu Beginn wollen wir einige bereits bekannte isoperimetris
he Unglei
hungen mitden Methoden dieser Arbeit beweisen. Dieser Teil steht in enger Beziehung zu Top-pings Abs
h�atzungen aus [To97℄ und [To97a℄. Ans
hlie�end soll eine Abs
h�atzung desFl�a
heninhalts na
h unten hergeleitet werden. Dana
h zeigen wir eine Abs
h�atzungdes Dur
hmessers. Die Abs
h�atzungen des Fl�a
heninhalts und des Dur
hmessersergeben s
hlie�li
h Korollar 3.6.8. Dieses Korollar gibt eine S
hranke an den Dur
h-messer eines Riemanns
hen 2-Torus.De�nition. Eine isoperimetris
he 
a
he Fl�a
he sei eine 
a
he, kompakte und zu-sammenh�angende Riemanns
he 2-Mannigfaltigkeit (G; ~g) mit Rand, so da� jede of-fene Teilmenge bG � G die isoperimetris
he Unglei
hung4�area( bG) � L�ange~g(� bG)erf�ullt.Ist G ein bes
hr�anktes Gebiet in R2 und ~g die euklidis
he Standardmetrik auf R2 ,dann ist (G; ~g) eine isoperimetris
he 
a
he Fl�a
he. F�ur jede 
a
he Metrik ~g auf derabges
hlossenen Kreiss
heibe D ist (D; ~g) eine isoperimetris
he 
a
he Fl�a
he. DieUnglei
hungen des letzten Abs
hnitts gelten sinngem�a� f�ur alle isoperimetris
hen
a
hen Fl�a
hen (G; ~g).Die glatte Funktion u : G ! R erf�ulle nun die Randbedingung uj�G � 0. Je na
hResultat werden wir oft zus�atzli
h u � 0 oder u � 0 fordern. Ferner sei g := e2u~g,A := area(G; g) und ~A := area(G; ~g).Um die Abs
h�atzungen des Fl�a
heninhalts formulieren zu k�onnen, de�nieren wirzun�a
hst die K�-Funktion. Sei K die Gau�s
he Kr�ummung bez�ugli
h g. Dann istK� de�niert als die eindeutig bestimmte monoton fallende Funktion K� : ℄0; A[! Rmit der Eigens
haftarea�fp 2 G j K(p) � sg; g� = sup fa 2 ℄0; A[ j K�(a) � sgf�ur alle s 2 R. Man sieht sofortK�(a) = sup ns ��� area�fp 2 G j K(p) � sg; g� � ao= supbG�Garea(bG)=a minp2bG K(p) = infbG�Garea(bG)=A�a maxp2bG K(p):Au�erdem de�nieren wir K+� := maxfK�; 0g und K�� := minfK�; 0g � 0.



56 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriTHEOREM 3.6.1. Sei u : G! R+0 eine glatte Funktion auf der isoperimetris
hen
a
hen Fl�a
he (G; ~g) mit uj�G � 0. Wir setzen g := e2u~g. Wie oben de�nierenwir K�. Dann erf�ullen die Fl�a
heninhalte A := area(G; g) und ~A := area(G; ~g) diefolgende Unglei
hung: 2�A� Z A0 (A� a)K�(a) da � 2� ~A:Beweis. Da die Morse-Funktionen di
ht in der C2-Topologie liegen [Hir76, Theo-rem 6.1.2℄, k�onnen wir o. B. d.A. annehmen, da� u eine Morse-Funktion ist. Wirde�nieren wieder wie im Beweis von Satz 3.5.4: G(v) := fx 2 G j u(x) > vg,A(v) := vol(G(v); g), ~A(v) := vol(G(v); ~g) undk( bA) := sup(ZbG;gKg ����� bG o�ene Menge in G, area( bG; g) = A) := Z bA0 K�(a) da:Da u auf �G vers
hwindet und gradu dort na
h innen geri
htet ist, wissen wiraufgrund von Glei
hung (3.5.5), da� 0 � k(A) � k( bA) f�ur alle bA 2 [0; A℄ gilt.Deswegen s
hreibt si
h die Unglei
hung (3.5.8) au
h als�� ddv ~A(v)�Z A(v)0 K�(a) da � 4� ~A(v)f�ur alle regul�aren Werte v von u. Wir multiplizieren die Unglei
hung mit e2v undwenden Glei
hung (3.5.2) an:� ddv Z A(v)0 �A(v)� a�K�(a) da � 2� ddv � ~A(v)e2v � A(v)� :Diese Glei
hung wollen wir von v = 0 bis v = max u integrieren. Nun haben wirangenommen, da� u eine Morse-Funktion ist. Wir s
hneiden kleine "-B�alle um dieendli
h vielen singul�aren v aus dem Integrationsberei
h heraus. Die �Anderung desIntegralwerts wird klein f�ur "! 0. Wir k�onnen also formal integrieren, ohne auf dieSingularit�aten a
hten zu m�ussen, und erhaltenZ A(0)0 �A(0)� a�K�(a) da � 2�A(0)� 2� ~A(0):Da na
h unserer Annahme u eine Morse-Funktion ist, gilt A(0) = A und ~A(0) = ~A.2



3.6. Fl�a
heninhalt und Dur
hmesser 57F�ur den Fall, da� G hom�oomorph zu einer Kreiss
heibe ist und einen glatten Randbesitzt, erhalten wir aus Theorem 3.6.1 ein wi
htiges Korollar (Korollar 3.6.2), f�urdessen Formulierung wir zun�a
hst eine De�nition ben�otigen. Ist g eine Riemann-s
he Metrik auf der abges
hlossenen Kreiss
heibe D, dann gibt es na
h [GiT77,Theorem 6.8℄ eine Funktion u : D ! R mit �gu = Kg und uj�D � 0. Na
h Glei-
hung (3.1.1) ist ~g := e�2ug 
a
h. Man �uberlegt si
h lei
ht, da� die Fl�a
he (D; ~g)die folgende Charakterisierung hat: Ist F : (D; g)! (M; gM) ein konformer Di�eo-morphismus auf eine berandete, 
a
he Riemanns
he Fl�a
he (M; gM) und ist F j�Deine Isometrie, dann ist F : (D; ~g)! (M; gM) eine Isometrie.De�nition. Den Fl�a
heninhalt garea(D; g) := area(D; ~g) nennen wir den ebenenFl�a
heninhalt von (D; g).KOROLLAR 3.6.2. Jede Metrik g auf D erf�ullt:2�A� Z A0 (A� a)K+� (a) da � 2� ~A;wobei A := area(D; g), ~A := garea(D; g) und K+� die oben de�nierte K+� -Funktionist.Beweis. Sei G das Innere von fp 2 D j u(p) > 0g. Wir wenden auf G das voran-gehende Theorem an. Na
h Abs
hw�a
hung der Unglei
hung von K� auf K+� k�onnenwir au
h den Fl�a
heninhalt von fp 2 D j u(p) � 0g hinzuf�ugen. 2Na
h der isoperimetris
hen Unglei
hung f�ur einfa
h zusammenh�angende 
a
he Fl�a-
hen erhalten wir 4� garea(D; g) � L�angeg(�D)2:Somit ergibt si
h eine abges
hw�a
hte Form der isoperimetris
hen Unglei
hung vonTopping:KOROLLAR 3.6.3 (Topping [To97, To97a℄). Es sei g eine Riemanns
he Metrikauf der Kreiss
heibe D. Wir setzen A := area(D; g) und L := L�angeg(�G). Die K�-Funktion sei wie oben de�niert. Dann haben wir4�A � L2 + 2 Z A0 (A� a)K+� (a) da:Toppings isoperimetris
he Unglei
hung enth�alt K� anstelle von K+� . Der hier vor-gestellte Beweis des obigen Korollars war au
h s
hon Topping bekannt und wurdein einer Fu�note von [To97℄ erw�ahnt, aber nie genauer ausformuliert, da [To97a℄bessere Ergebnisse liefert. Topping folgerte aus seiner Abs
h�atzung einige klassi-s
he Abs
h�atzungen. Wir erhalten teilweise abges
hw�a
hte Versionen. Weitergehen-de Informationen zu isoperimetris
hen Unglei
hungen dieser Art �ndet man au
h in[Ban80℄, [Os78℄ und [BuZ88, 1 x 2.2.3℄.



58 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriKOROLLAR 3.6.4. Sei g eine Riemanns
he Metrik auf der abges
hlossenen Kreis-s
heibe D. Wir setzen A := area(D; g) und L := L�angeg(�D). Dann gilt:(1) (Alexandrov, s
hwa
he Version) F�ur alle K0 2 R+0 gilt4�A � L2 +K0A2 + 2A ZD;g(K �K0)+:(2) (Fiala-Huber) 4�A � L2 + 2A ZD;gK+:(3) (Bol, s
hwa
he Version) F�ur K � K0 2 R+0 gilt4�A � L2 + A2K0:(4) (Bernstein-S
hmidt, s
hwa
he Version) F�ur konstantes K 2 R+0 gilt4�A � L2 +KA2:Alle bisherigen Abs
h�atzungen s
h�atzen den Fl�a
heninhalt einer Fl�a
he na
h obenab. Im folgenden wollen wir aber au
h einige Abs
h�atzungen herleiten, die denFl�a
heninhalt na
h unten abs
h�atzen. Hierbei wollen wir weitgehend analog zu obi-gen Abs
h�atzungen vorgehen. Da jedo
h eine "Umkehrung\ der isoperimetris
henUnglei
hung ni
ht einmal f�ur 
a
he Fl�a
hen existiert, ist es ni
ht m�ogli
h, denFl�a
heninhalt dur
h die L�ange des Randes und eine Gau�s
he Kr�ummungsgr�o�eabzus
h�atzen. Ersetzen wir jedo
h wieder die L�ange des Randes dur
h den ebenenFl�a
heninhalt, so bekommen wir Abs
h�atzungen.THEOREM 3.6.5. Sei u : G! R�0 eine glatte Funktion auf der isoperimetris
hen
a
hen Fl�a
he (G; ~g) mit uj�G � 0. Wir setzen g := e2u~g. Wie oben de�nierenwir K�. Dann erf�ullen die Fl�a
heninhalte A := area(G; g) und ~A := area(G; ~g) diefolgende Unglei
hung: 2�A � 2� ~A+ Z A0 aK�(a) da:Beweis. Wir de�nieren nun G(v), A(v), ~A(v) und k(v) genauso wie im Beweis vonSatz 3.5.7. Sei wieder u o.B. d.A. eine Morse-Funktion. Diesmal gilt f�ur regul�arenWerte v von u 0 � k(v) � � Z A(v)0 K�(A� a) da:Deswegen ergibt Unglei
hung (3.5.11)�� ddv ~A(v)�Z A(v)0 K�(A� a) da � 4� ~A(v):



3.6. Fl�a
heninhalt und Dur
hmesser 59Wir multiplizieren wieder mit e2u und wenden Glei
hung (3.5.2) an:� ddv Z A(v)0 �A(v)� a�K�(A� a) da � 2� ddv � ~A(v)e2v � A(v)� :Diesmal integrieren wir von minu bis 0 und erhalten� Z A0 (A� a)K�(A� a) da � 2� ~A� 2�A;was wiederum die Behauptung ergibt. 2KOROLLAR 3.6.6. Jede Metrik g auf D erf�ullt:2�A � 2� ~A+ Z A0 aK�� (a) da;wobei A := area(D; g), ~A := garea(D; g) und K�� die oben de�nierte K�� -Funktionist.Beweis. Sei G das Innere von fp 2 D j u(p) < 0g. Wir wenden hierauf dasvorangehende Theorem an. Na
h Abs
hw�a
hung der Unglei
hung von K� auf K��k�onnen wir au
h den Fl�a
heninhalt von fp 2 D j u(p) � 0g hinzuf�ugen. 2Wir wollen uns nun der Dur
hmesser-Abs
h�atzung zuwenden.De�nition. Ist G eine Untermannigfaltigkeit einer Riemanns
hen Mannigfaltigkeit(M; g), so k�onnen wir darauf auf nat�urli
he Art und Weise zwei vers
hiedene Di-stanzfunktionen auf G de�nieren. Die intrinsis
he Distanz der Punkte x und y ausG ist das In�mum der L�angen aller Wege 
 : [0; 1℄ ! G von x na
h y. Die extrin-sis
he Distanz der Punkte x und y aus G ist das In�mum der L�angen aller Wege
 : [0; 1℄!M von x na
h y. Der intrinsis
he Dur
hmesser diam(G; g) ist das Supre-mum der intrinsis
hen Distanz �uber aller x und y, und der extrinsis
he Dur
hmesserdiam(G;M; g) das Supremum der extrinsis
hen Distanz.SATZ 3.6.7. Sei (G; ~g) eine bes
hr�ankte o�ene Teilmenge in R2 und sei ~g = geukldie euklidis
he Standardmetrik. Ferner sei u : G ! R+0 eine glatte Funktion mituj�G � 0 und g = e2u~g eine weitere Riemanns
he Metrik. F�ur die Gau�s
he Kr�um-mung Kg bez�ugli
h g gelte � := ZGK+g dvolg < 2�:



60 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-Tori(1) Ist G zusammenh�angend, dann gilt:1 � diam(G; g)diam(G; ~g) � 2�2� � �  �2e4 ! �4� +pe:(2) Wenn wir g so auf R2 fortsetzen, da� g(v; v) � ~g(v; v) f�ur jedes v 2 TxR2 ; x 62G, dann gilt die Abs
h�atzungdiam(G;R2 ; g)diam(G;R2 ; ~g) � 2�2� � �  �2e4 ! �4� +pe:Bemerkung. Eine Dur
hmesserabs
h�atzung auf Fl�a
hen mit Hilfe anderer Daten�ndet man in [BuZ88, 1 x 4.5.2℄. Dort wird jedo
h kein Verglei
h mit der zugeord-neten ebenen Fl�a
he gema
ht.Beweis. Sei M = G oder M = R2 . Sei wieder G(v) := fx 2 G j u(x) > vg,A(v) = area(G(v); g), ~A(v) = area(G(v); ~g).Es gilt analog zu Unglei
hung (3.5.8) in allen regul�aren Werten v von u� ddv ~A(v) � 4�� ~A(v);und Integration liefert mit Hilfe von Lemma 3.5.2 wiederum f�ur alle v 2 [0;maxu℄� log ~A(v) + log ~A(0) � 4�� v: (3.6.1)Dur
h Integrieren von Unglei
hung (3.5.6) erhalten wir dann1� Z maxuv ~l(w)2 dw � ~A(v) � e� 4�� v ~A(0): (3.6.2)Wir de�nieren nun f�ur eine bes
hr�ankte o�ene Teilmenge A � M die minimaleRandl�angeMRL(A) := infnL�ange~g(�B) j A � B �M , �B rekti�zierbaro:Dann gilt f�ur v0 := v + �4� :MRL�G(v0)�2 � minn~l(w)2 ���w 2 [v; v0℄o� 4�� Z v0v ~l(w)2 dw� 4� e� 4�� v ~A(0)



3.6. Fl�a
heninhalt und Dur
hmesser 61Nun sei 
 : [a; b℄ ! �M eine na
h Bogenl�ange parametrisierte k�urzeste Verbindungin M bez�ugli
h ~g. Es giltMRL�G(v0)� � MRL�G(v0) \ bild 
� = 2L�ange~g�G(v0) \ bild 
�:Deswegen ist die L�ange des Teils von 
, der in G(v0) verl�auft, dur
he� 2�� vq� ~A(0) = e� 2�� v0 q�e ~A(0)bes
hr�ankt, sofern v0 � �=(4�).F�ur W � pe ist somit das Ma� der Mengem(W ) := nt 2 [a; b℄ ��� exp(u Æ 
(t)) > Wokleiner oder glei
h q�e ~A(0)W� 2�� :F�ur alleW > 0 wird das Ma� von m(W ) nat�urli
h dur
h L�ange~g(
) bes
hr�ankt. DieL�ange von 
 bez�ugli
h g bere
hnet si
h nun alsL�angeg(
) = Z ba exp(u Æ 
(t)) dt= Z 10 Ma� von m(W ) dW� Z 1pe min�L�ange~g(
);q�e ~A(0)W� 2�� � dW +peL�ange~g(
)Wir de�nieren nun W0 dur
hL�ange~g(
) = q�e ~A(0)W0� 2��und bere
hnen weiter:L�angeg(
) � Z 10 min�L�ange~g(
);q�e ~A(0)W� 2�� � dW +peL�ange~g(
)= W0 L�ange~g(
) +q�e ~A(0) Z 1W0 W� 2�� dW +peL�ange~g(
)= W0 L�ange~g(
) +q�e ~A(0) �2� � � W01� 2�� +peL�ange~g(
)= 2�2� � � ��e ~A(0)� �4� L�ange~g(
)1� �2� +peL�ange~g(
):Die isodiametris
he Unglei
hung besagt, da� 4 area � � diam2 f�ur ein bes
hr�anktesGebiet in R2 . Diese Unglei
hung wird z. B. in [S
h93, (6.2.6)℄ f�ur konvexe Gebiete



62 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-Torigezeigt. Mit Hilfe des konvexen Abs
hlusses sieht man dann aber, da� die Aussagef�ur beliebige bes
hr�ankte o�ene Mengen folgt. Sie gilt sowohl f�ur den intrinsis
hen,als au
h den extrinsis
hen Dur
hmesser. Wir haben also 4 ~A(0) � � diam2(G;M; ~g).Damit erhalten wirL�angeg(
) � 2�2� � � L�ange~g(
)1� �2�  �2e4 ! �4� diam(G;M; ~g) �2� +peL�ange~g(
)(3.6.3)und somit diam(G;M; g) � 24 2�2� � �  �2e4 ! �4� +pe 35 diam(G;M; ~g): 2Man bea
hte, da� Glei
hung (3.6.3) au
h f�ur beliebige absolut minimierende Kurven
 : [a; b℄ ! M gilt und ni
ht nur f�ur Kurven, die den Dur
hmesser realisieren. Wirk�onnen Glei
hung (3.6.3) au
h in einer anderen Situation einsetzen und erhaltensomit aus dem obigen Beweis ein Korollar.KOROLLAR 3.6.8. Es gibt eine Funktion S2 : [0; 4�[�R+ ! R+ , so da� jedeMetrik g auf T2 mit Totalkr�ummung K1 := RT2 jKgj dvolg < 4� erf�ullt:diam2(T2; g)area(T2; g) � S2�K1; eV(g)� � S2�K1;V(g)�:Beispiel 1. F�ur die Kegelmetrik gR;H;� mit � > 0 erhalten wir eine S
hranke anden Dur
hmesser: diam2�T2; gR;H;��area�T2; gR;H;�� � S2�4�(1� sin�); 1�:Beispiel 2. F�ur die Pino

hio-Metriken gR;H;0 ist K1 = 4�. Die Voraussetzun-gen des Korollars sind also ni
ht erf�ullt. Man sieht au
h lei
ht, da� der Dur
h-messer diam(T2; gR;H;0) gr�o�er als H ist. Wir w�ahlen nun R = R(H) so, da�area(T2; gR(H);H;0) konstant in H ist. Dann giltdiam2(T2; gR(H);H;0)area(T2; gR(H);H;0) !1:Deswegen ist die Voraussetzung K1 < 4� im Korollar notwendig.Beweis von Korollar 3.6.8. Wir de�nieren v1 und v2 wie im Beweis von Theo-rem 3.5.1. Wir wissen, da� l(v2) � 2 sys1(T2; ~g). Leider k�onnen wir aber l(v2) ni
htgeeignet na
h oben abs
h�atzen. Wir de�nieren deswegenv̂2 := inf nv > v2 ��� ~l(v) < sys1�T2; ~g�o :



3.6. Fl�a
heninhalt und Dur
hmesser 63Somit ist l(v̂2) mindestens um den Faktor 2 kleiner als l(v2).Wir k�onnen nun G(v̂2) so auf R2 liften, da� f�ur dessen Lift bG giltdiam( bG;R2 ; ~g) � 3 diam�G(v̂2);T2; ~g�+ 2diam(T2; ~g) � 5 diam(T2; ~g)Aus Unglei
hung (3.6.3) folgt danndiam(T2; g) � 264 100 �4� � K1  �2e4 !K18� +pe 375 diam(T2; ~g) ev̂2 :Auf die o�ene Menge fu < v1g := fx 2 T2 j u(x) < v1g, versehen mit der Metrik g,wenden wir nun Theorem 3.6.5 an. Das zugeh�orige Integral �uber die K�-Funktionwollen wir so abs
h�atzen:����Z area(fu<v1g;g)0 aK�(a)���� � area�fu < v1g; g� ����Zfu<v1gKg dvolg����� 12 K1 area�fu < v1g; g�:Hieraus folgt (4� +K1) area�fu < v1g; g� � 4� area�fu < v1g; ~g� e2v1und somit (4� +K1) area�T2; g� � 4� area�T2; ~g� e2v1 :Wir wenden Satz 3.5.9 (1) an mit ~L0 = sys1(T2; ~g) und erhalten2(v̂2 � v1) � K1V(~g):Es gilt somit diam2(T2; g)area(T2; g) � diam2(T2; ~g)area(T2; ~g) exp�K1V(~g)� f(K1);wobei f(K1) := 264 100 �4� �K1  �2e4 !K18� +pe 3752 4� +K14� :Auf dem 
a
hen Torus k�onnen wir den Dur
hmesser explizit abs
h�atzen:sys1�T2; ~g� � `2(T2; ~g) � area(T2; ~g)sys1(T2; ~g) + 12 sys1�T2; ~g�diam(T2; ~g) � 12 �sys1�T2; ~g�+ `2(T2; ~g)� � 2 area(T2; ~g)sys1(T2; ~g)



64 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriAlso ergibt si
h diam2(T2; g)area(T2; g) � 4V(~g) exp�K1V(~g)�f(K1)� 4V(g) exp�K1V(g)�f(K1)wobei wir bereits die Unglei
hung V(~g) � V(g) benutzt haben, die wir in Propositi-on 3.7.2 zeigen werden. 23.7 Abs
h�atzung von V, W, spin-V und spin-WIn diesem Abs
hnitt wollen wir die Gr�o�enpaare V(g) und eV(g), W(g) und fW(g),spin-V(g; �) und spin-eV(g; �), spin-W(g; �) und spin-fW(g; �) gegenseitig abs
h�at-zen.Die konforme Invariante eV(g) ist unter anderem deswegen interessant, weil f�ur daskonforme Volumen V
(n;T2; g) na
h Li und Yau [LiY82℄ gilt:V
(n;T2; g) � 2�2eV(g) :Glei
hzeitig zeigten Li und Yau, da� das konforme Volumen eine untere S
hranke andas Willmore-Integral W (siehe Abs
hnitt 5.1) ist. Sie haben somit bewiesen, da�alle konform immersierten Tori (T2; g) mit eV(g) � 1 die Willmore-Vermutung (sieheAbs
hnitt 5.1) erf�ullen.Wollen wir nun f�ur einen gegebenen 2-Torus ents
heiden, ob er zu dieser Klassegeh�ort, dann ben�otigen wir eine Abs
h�atzung von eV(g). In der vorliegenden Arbeitist es jedo
h genauso wi
htig, die anderen oben genannten konformen und spin-konformen Invarianten abs
h�atzen zu k�onnen.Die Abs
h�atzungen dieses Abs
hnitts verglei
hen nun eV(g) = V(~g) mit V(g), ent-spre
hendes gilt f�ur die anderen Invarianten.Die bekannteste Abs
h�atzung von V(g) ist wohl ein Satz von Loewner, der jedo
h vonihm selbst gar ni
ht ver�o�entli
ht wurde. Literatur hierzu und zu dem verwandtenSatz von Pu �ndet man in [Gr81, 4.1℄, [Pu52℄, [Be70℄, [Be72℄ und [Be65℄.THEOREM 3.7.1 (Loewner). F�ur einen 2-Torus T2 mit Metrik g giltV(g) := area(T2; g)sys1(T2; g)2 � p32 :



3.7. Abs
h�atzung von V, W, spin-V und spin-W 65Und Glei
hheit gilt genau dann, wenn g 
a
h ist und (T2; g) der glei
hseitige Torusist, d. h. er ist in der konformen �Aquivalenzklasse des 2-TorusR2h(1; 0); (1=2;p3=2)i :Der Beweis dieses Theorems ist re
ht kurz. Zun�a
hst �uberlegt man si
h, da� es f�ur
a
he Metriken gilt. Der allgemeine Fall folgt dann aus der Proposition:PROPOSITION 3.7.2. Sei g = e2u~g eine Riemanns
he Metrik auf T2, und sei ~g
a
h. F�ur v 2 �1(T2) setzen wirLg(v) := minnL�angeg(
) ��� 
 : S1 ! T2 repr�asentiert vo ;analog f�ur L~g(v). Dann gilt Lg(v)2area(T2; g) � L~g(v)2area(T2; ~g) :Unter anderem haben wir V(g) � V(~g)W(g) � W(~g)spin-V(g; �) � spin-V(~g; �)spin-W(g; �) � spin-W(~g; �)f�ur alle ni
ht-trivialen Spin-Homomorphismen �.Beweis der Proposition. Sei o. B. d.A. ~g die Standardmetrik auf T2 = R2=� f�urein Gitter �.Es gilt zum einen area(T2; g) = ZT2;~g e2u:Sei nun 
 ein Repr�asentant minimaler L�ange bez�ugli
h ~g von v. Da Vers
hiebungenisometris
h bez�ugli
h ~g sind, ist f�ur alle x 2 T2 die L�ange der Kurve 
x := 
( : ) + xglei
h L~g(v), also ZT2;~g dx ZS1 dt j _
x(t)j~g = L~g(v) area(T2; ~g):Andererseits giltZT2;~g dxL�angeg(
x) = ZT2;~g dx ZS1 dt j _
x(t)jg= ZT2;~g dx ZS1 dt euÆ
x(t) j _
x(t)j~g= L~g(v) ZT2;~g dx eu(x)� L~g(v) area(T2; ~g)1=2 area(T2; g)1=2



66 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriEs gibt also ein x 2 T2, so da�L�angeg(
x)area(T2; g)1=2 � L~g(v)area(T2; ~g)1=2 :Und daraus folgt die Behauptung der Proposition. 2Die Proposition liefert nun bereits Abs
h�atzungen unserer (spin-)konformen Invari-anten na
h oben. Als Korollar aus der Proposition ergibt si
h deshalb unmittelbar:KOROLLAR 3.7.3 (Li-Yau[LiY82℄). F�ur alle immersierten Tori (T2; g) ist dasWillmore-Funktional gr�o�er oder glei
h2�2V(g) :Im Fall V(g) � 1 gilt also die Willmore-Vermutung.Eine Verallgemeinerung des Theorems von Loewner erzielte J. J. Hebda in [He91℄.THEOREM 3.7.4 (Hebda). Sei g eine beliebige Metrik auf T2 und 0 � li � `i(g)f�ur i = 1; 2; 3. Dann gilt4area2(T2; g) � 2 �l21l22 + l21l23 + l22l23�� �l41 + l42 + l43�und �1(g) � 16�22 (l1l2 + l1l3 + l2l3)� (l21 + l22 + l23) :In beiden Unglei
hung gilt Glei
hheit genau dann, wenn g 
a
h ist und li = `i(g)f�ur i = 1; 2; 3.Wir werden eine Umkehrung des Theorems von Hebda mit einem zus�atzli
hen Kr�um-mungsterm zeigen (Theorem 4.2.4).Die Arbeit von Hebda [He91℄ enth�alt leider einen kleinen Fehler im Beweis einesLemmas (Seite 102/103). Die Aussage des Lemmas bleibt jedo
h denno
h ri
htig.Wir beweisen nun eine geringf�ugige Verallgemeinerung dieses Lemmas. Diese verall-gemeinerte Version wird au
h im Beweis von Theorem 4.2.4 ben�otigt.LEMMA 3.7.5. Sei 0 � v1 � v2 � v3, 0 � w1 � w2 � w3 und vi � wi; i = 1; 2; 3.Wir de�nieren P (x; y; z) := 2 (xy + xz + yz)� (x2 + y2 + z2). Dann giltP (v1; v2; v3) � P (w1; w2;minfw3; w1 + w2g) : (3.7.1)Haben wir zus�atzli
h w3 � w1+w2, dann gilt Glei
hheit in (3.7.1) genau dann, wennvi = wi f�ur i = 1; 2; 3.



3.7. Abs
h�atzung von V, W, spin-V und spin-W 67Bemerkung. Sind l1, l2 und l3 die Seitenl�angen eines Dreie
ks in der Ebene und Ader Fl�a
heninhalt dieses Dreie
ks, so giltP (l12; l22; l32) = 16A2:Diese Formel wurde fr�uher Heron von Alexandrien (um 60 n. Chr.) zuges
hrieben,stammt aber von Ar
himedes [Wa56, Seite 378, 455℄. Das Lemma besagt also an-s
hauli
h: sind die Seitenl�angen eines Dreie
ks 41 l�anger als die Seitenl�angen einesDreie
ks 42 und hat 41 keinen stumpfen Innenwinkel, so ist der Fl�a
heninhalt von41 gr�o�er als der von 42.Beweis des Lemmas. Wir setzen ~v3 := minfv3; v1 + v2g und analog ~w3 :=minfw3; w1 + w2g.P (v1; v2; v3) � P (v1; v2; ~v3)� P�minfw1; ~v3g;minfw2; ~v3g; ~v3�� P�w1;minnw2;maxfw1; ~v3go;maxfw1; ~v3g�� P�w1; w2;maxfw2; ~v3g�� P (w1; w2; ~w3)Die erste Unglei
hung folgt aus der Tatsa
he, da� die Funktion z 7! P (x; y; z) ihrabsolutes Maximum in z = x + y annimmt.Die zweite Unglei
hung beruht darauf, da� (�P=�x) = �2x+2y+2z � 0 f�ur x � zund (�P=�y) = 2x� 2y + 2z � 0 f�ur y � z.Die dritte Unglei
hung ist klar, falls w1 � ~v3. Andernfalls gilt ~v3 < w1 � w2; diedritte Unglei
hung folgt dann aus (�P=�x)+(�P=�y)+(�P=�z) = 2(x+y+z) > 0,denn alle drei Eintr�age in P werden um w1 � ~v3 vergr�o�ert.Die vierte Unglei
hung ist klar, falls w2 � maxfw1; ~v3g; andernfalls folgt sie aus(�P=�y) + (�P=�z) = 4x > 0.F�ur die f�unfte Unglei
hung unters
heide man zwei F�alle. Falls w3 � w1 + w2 gilt,k�onnen wir wie bei der ersten Unglei
hung s
hlie�en. Ansonsten ergibt si
h ~w3 2[maxfw2; ~v3g; w1 + w2℄. Auf diesem Intervall gilt aber (�P=�z) � 0. Somit folgtUnglei
hung (3.7.1).Gilt Glei
hheit in (3.7.1), dann gilt Glei
hheit in allen f�unf obigen Unglei
hungen.Aus der ersten s
hlie�en wir ~v3 = v3, aus der zweiten bis vierten folgt w1 = v1 undw2 = v2, und aus der f�unften ergibt si
h dann ~w3 = maxfw2; ~v3g = v3. Wir habensomit die Glei
hheitsaussage gezeigt. 2



68 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriF�ur man
he unserer Abs
h�atzungen in den Abs
hnitten 4.3 und 4.2 gehen dieAbs
h�atzungen mit den Loewners
hen Methoden aber leider in die fals
he Ri
htung.Im folgenden wollen wir deswegen Abs
h�atzungen in die andere Ri
htung herleiten.Aufgrund der Ergebnisse des letzten Abs
hnittes gilt:V(g) � V(~g) e2(maxu�minu)und analoge Aussagen f�ur die anderen Invarianten. Deswegen folgt glei
h aus Theo-rem 3.5.1 bzw. seinem Korollar diePROPOSITION 3.7.6. F�ur alle Metriken g und alle ni
ht-trivialen Spin-Homomor-phismen � auf T2 giltV(g) � e2S(Kp;p;V(~g)) V(~g) � e2S(Kp;p;V(g)) V(~g)W(g) � e2S(Kp;p;V(~g))W(~g) � e2S(Kp;p;V(g))W(~g)spin-V(g; �) � e2S(Kp;p;V(~g)) spin-V(~g; �) � e2S(Kp;p;V(g)) spin-V(~g; �)spin-W(g; �) � e2S(Kp;p;V(~g)) spin-W(~g; �) � e2S(Kp;p;V(g)) spin-W(~g; �)mit S(K; p;V) := 12 ����log�1� K4������+ K8� � 2K q log(2q) + qK4� + KV8und q := p=(p� 1).Diese Abs
h�atzung liefert genau dann S
hranken, wenn K1 < 4�. Wir wollen jetzteine andere Abs
h�atzung zeigen. Unter anderem wird diese neue Abs
h�atzung un-abh�angig von p und q sein. Die einzige Kr�ummungsgr�o�e, die eingeht, ist die Total-kr�ummung K1.THEOREM 3.7.7. Sei g eine Riemanns
he Metrik auf dem Torus T2. Sei ~g 
a
hund konform �aquivalent zu g. Wir nehmen an, da� f�ur die Totalkr�ummung K1 giltK1 := R jKgj dvolg < 4�. Dann gilt f�ur alle ni
ht-trivialen Spin-Homomorphismen �und alle t 2℄0; 1[: �1� K14��V(g) � V(~g)(1 + t)2 exp K1V(g)4t2 ! (3.7.2)�1� K14��V(g) � V(~g)(1� t)�2 exp K1V(~g)4t2 ! (3.7.3)�1� K14��W(g) � W(~g)(1 + t)2 exp K1V(g)4t2 ! (3.7.4)�1� K14��W(g) � W(~g)(1� t)�2 exp K1V(~g)4t2 ! (3.7.5)�1� K14�� spin-V(g; �) � spin-V(~g; �)(1 + t)2 exp K1V(g)4t2 ! (3.7.6)



3.7. Abs
h�atzung von V, W, spin-V und spin-W 69�1� K14�� spin-V(g; �) � spin-V(~g; �)(1� t)�2 exp K1V(~g)4t2 ! (3.7.7)�1� K14�� spin-W(g; �) � spin-W(~g; �)(1 + 2t)2 exp K1V(g)4t2 ! (3.7.8)�1� K14�� spin-W(g; �) � spin-W(~g; �)(1� t)�2 exp K1V(~g)t2 ! (3.7.9)Unglei
hung (3.7.2) dient dazu V(~g) na
h unten abzus
h�atzen, wohingegen Unglei-
hung (3.7.3) dazu dient, V(g) na
h oben abzus
h�atzen. Analoges gilt nat�urli
h f�urW, spin-V und spin-W.Beweis von Theorem 3.7.7. Wir de�nieren v1,v2, G(v) und bG(v) wie im Be-weis von Theorem 3.5.1. Ferner seien A(v) := area(G(v); g), ~A(v) := area(G(v); ~g),l(v) := L�angeg(� bG(v)) und ~l(v) := L�ange~g(� bG(v)). Sei K1 := K1(T2; g). Nun de�-nieren wir f�ur t 2℄0; 1[:~v1;t := sup nv 2 ℄�1; v1℄ reg. Wert von u ��� ~l(v) < 2t sys1�T2; ~g�ov1;t := sup nv 2 ℄�1; v1℄ reg. Wert von u ��� l(v) < 2t sys1�T2; g�oNa
h eventueller, geringf�ugiger �Anderung von t k�onnen wir annehmen, da� v1;t und~v1;t regul�are Werte von u sind.Nun gilt na
h Satz 3.5.9 (v2 � ~v1;t) � K1 V(~g)8t2 (3.7.10)(v2 � v1;t) � K1 V(g)8t2 (3.7.11)Wir benutzen nun Satz 3.6.1 f�ur G = G(v2). Den Integralterm s
h�atzen wir ab�����Z A(v2)0 �A(v2)� a�K�(a) da����� � A(v2) sup0�Â�A(v2) �����Z Â0 K�(a) da����������Z Â0 K�(a) da����� � K12und erhalten e2v2 ~A(v2) � A(v2)�1� K14�� :Daraus folgt e2v2area(T2; ~g) � area(T2; g)�1� K14�� ; (3.7.12)



70 Kapitel 3. Konforme Strukturen auf 2-ToriWir nutzen nun Proposition 3.2.6, um die Systolen abzus
h�atzen. Hierzu nehmenwir ein w 2 [v1;t; v1[ f�ur das l(w) = 2t sys1(T2; g). Wir k�onnen annehmen, da� wein regul�arer Wert ist. Sei A := bGw. Aufgrund der Wahl von w besteht das Bildvon �1(A)! �1(T2) nur aus dem Einselement. Die o�ene Menge A erf�ullt somit dieVoraussetzungen von Proposition 3.2.6.Wir haben also ev1;t sys1(T2; ~g) � (1 + t) sys1(T2; g)ev1;t `2(T2; ~g) � (1 + t) `2(T2; g)ev1;t spin-sys1(T2; ~g; �) � (1 + t) spin-sys1(T2; g; �)ev1;t spin-`2(T2; ~g; �) � (1 + 2t) spin-`2(T2; g; �)(1� t) e~v1;t sys1(T2; ~g) � sys1(T2; g)(1� t) e~v1;t `2(T2; ~g) � `2(T2; g)(1� t) e~v1;t spin-sys1(T2; ~g; �) � spin-sys1(T2; g; �)(1� 2t) e~v1;t spin-`2(T2; ~g; �) � spin-`2(T2; g; �):Zusammen mit den Unglei
hungen (3.7.11) und (3.7.12) folgen die zu beweisendenUnglei
hungen. Man bea
hte, da� die Werte des Parameters t in Unglei
hung (3.7.9)um den Faktor 2 reskaliert wurden. 2



Kapitel 4Anwendungen auf das Spektrumvon 2-Tori
4.1 Spektrum 
a
her 2-ToriWir wollen in diesem Abs
hnitt zun�a
hst einige seit langem bekannten Tatsa
hen�uber das Spektrum der 
a
hen 2-Tori zusammenfassen und dann mit einigen Inva-rianten dieser Arbeit in Verbindung bringen.Da es klar ist, wie si
h das Spektrum unter Reskalierung verh�alt, bes
hr�anken wiruns auf den Fall, da� T2 = R2span�� 10� ;�xy ��die Metrik ~g tr�agt, die von der Standardmetrik geukl von R2 induziert wird.Hierbei ist (x; y) ein Element des Modulraums M oder (bei Dira
-Operatoren undni
ht-trivialer Spin-Struktur) ein Element des Modulraums spin-M aus Lemma 3.3.1bzw. 3.3.2.Das duale Gitter �� = H1(T2;R) wird von den Vektoren
1 := � 1�x=y � und 
2 := � 01=y �erzeugt. Die Funktionf
 : T2 ! C f
(x) := exp �2�i h
; xi� 
 2 ��ist eine Eigenfunktion des Lapla
e-Operators � auf komplexwertigen Funktionenzum Eigenwert 4�2j
j2, wobei j : j die Standard-Norm auf R2 bezei
hnet. Und dieFamilie (f
 j
 2 ��) ist ein vollst�andiges System von Eigenfunktionen.71



72 Kapitel 4. Anwendungen auf das Spektrum von 2-Tori�Ahnli
h ist die Situation f�ur das Quadrat des Dira
-Operators, wenn die Spin-Struktur trivial ist. Seien  1 und  2 parallele orthonormale Spinoren auf T2, dannbilden (f
 jjj = 1; 2; 
 2 ��) ein vollst�andiges System von Eigenfunktionen zu denEigenwerten 4�2j
j2.Im Rest dieses Abs
hnitts trage der Torus die ni
ht-triviale Spin-Struktur, die dur
hden Spin-Homomorphismus � mit�� 10� = ��xy � = �1bes
hrieben wird. Die 1-Form ! := 
1 + 
22 2 12��ist eine Realisierung als Di�erentialform (siehe Lemma-De�nition 2.4.1). Seien  1und  2 eine Basis der parallelen S
hnitte auf R2 und punktweise orthogonal. Dannde�niert 	j;
 := exp�2�i h
; xi� j 
 2 �� + !einen Eigenspinor von D2 : �T2 ! �T2 zum Eigenwert 4�2j
j2 und die Familie(	j;
jj = 1; 2; 
 2 �� + !) ist ein vollst�andiges System von Eigenspinoren.Um nun konkret den kleinsten Eigenwert des Dira
-Operators bei ni
ht-trivialerSpin-Struktur angeben zu k�onnen, brau
hen wir no
h einen Hilfssatz. Wenn (x; y) 2spin-M, so sieht man lei
ht, da� 
1 und 
2 die Voraussetzungen des Hilfssatzeserf�ullen.HILFSSATZ 4.1.1. Die linear unabh�angigen Vektoren 
1; 
2 2 R2 sollen die Bedin-gung 0 � �h
1; 
2i � j
2j2 � j
1j2erf�ullen. Dann gilt f�ur alle a; b 2 Z� f0gja
1 + b
2j � j
1 + 
2j:Aus der Glei
hheit folgt jaj = jbj = 1.Beweis. Sei ja
1+b
2j � j
1+
2j. O.B.d.A. sind a und b teilerfremd. Dann erhaltenwir a2j
1j2 � 2 jabj � jh
1; 
2ij+ b2j
2j2 � j
1j2 � 2 jh
1; 
2ij+ j
2j2und somit (a2 + b2 � 2) j
2j2 � (a2 � 1) j
1j2 + (b2 � 1) j
2j2� 2(jabj � 1) jh
1; 
2ij � 2(jabj � 1) j
2j2:Also gilt (jaj � jbj)2 � 0, d. h. jaj = jbj, und da a und b als teilerfremd angenommenwurden, erhalten wir jaj = jbj = 1. Weil au�erdem j
1�
2j � j
1+
2j gilt, folgt derHilfssatz. 2



4.2. Spektrum des Lapla
e-Operators 73Wir erhalten also f�ur den kleinsten Eigenwert � von D2� = 4�2j!j2 = �2 241 +  1� xy !235 > 1 (4.1.1)In Termen von spin-V := spin-V(~g; �) b=y und spin-W := spin-W(~g; �) b=y=(x2 +y2), bzw. in Termen von area := area(T2; ~g) b=y, spin-sys1 := spin-sys1(~g; �) b=1 undspin-`2 := spin-`2(~g; �) b=px2 + y2 erhalten wir:LEMMA 4.1.2. Sei ~g eine 
a
he Metrik auf T2 und � eine ni
ht-triviale Spin-Struktur. Dann gilt f�ur den kleinsten Eigenwert � von D2� area = �2 ( 1spin-V + 1spin-W � 2s 1spin-V spin-W � 1)� area2 = �2 �spin-sys12 + spin-`22 � 2qspin-sys12spin-`22 � area2�� �  �spin-sys1!2
4.2 Spektrum des Lapla
e-OperatorsIn diesem Abs
hnitt wollen wir die Ergebnisse der Abs
hnitte 3.5 und 3.7 anwenden,um eine Abs
h�atzung der Eigenwerte des Lapla
e-Operators � auf dem 2-Torusherzuleiten. Wir werden die S�atze dieses Abs
hnitts nur f�ur den Lapla
e-Operatorauf Funktionen formulieren.Da wir aber dann das Spektrum des Lapla
e-Operators auf Funktionen abs
h�atzenk�onnen, haben wir au
h Kontrolle �uber das Spektrum auf 2-Formen: Der Hodge-�-Operator ist ein Isomorphismus von den Funktionen auf die 2-Formen, der mit demLapla
e-Operator kommutiert. Also ist das Spektrum auf den 2-Formen glei
h demSpektrum auf den Funktionen.Au
h das �au�ere Di�erential d und sein Adjungiertes d� kommutieren mit demLapla
e-Operator und sind Isomorphismen vom orthogonalen Komplement ihresKerns auf ihr Bild. Abgesehen vom Eigenwert 0 ist also das Spektrum des Lapla
e-Operators auf 1-Formen glei
h dem Spektrum auf Funktionen, wobei die Multipli-zit�aten auf den 1-Formen doppelt so gro� wie die Multiplizit�aten auf den Funktionensind. Somit gelten die Abs
h�atzungen dieses Abs
hnitts entspre
hend au
h auf 1-und 2-Formen.Der 2-Torus T2 trage wieder eine Riemanns
he Metrik g = e2u~g mit ~g 
a
h. Es giltna
h [Be87, 1.159℄ �g = e�2u�~g:



74 Kapitel 4. Anwendungen auf das Spektrum von 2-ToriAus dieser Formel erhalten wir denHILFSSATZ 4.2.1. Sei M eine kompakte 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit zweikonformen Metriken g = e2u~g und ~g. Die Eigenwerte des Lapla
e-Operators von gbzw. ~g auf Funktionen seien 0 = �0 < �1 � �2 : : : bzw. 0 = ~�0 < ~�1 � ~�2 : : :. Danngilt �i minm2M e2u � e�i � �i maxm2M e2u 8i = 1; 2; : : : :Beweis. Seien f0; : : : ; fi Eigenfunktionen von �g zu den Eigenwerten �0; : : : ; �i.Sei Ui der von f0; : : : ; fi erzeugte Unterraum von V := C1(T2).Wir s
h�atzen nun e�i dur
h den Rayleigh-Quotienten ab:e�i � maxf2Ui�f0g (�~gf; f)~g(f; f)~g :Wir bekommen f�ur Z�ahler und Nenner:(�~gf; f)~g = Z (�~gf) �f dvol~g = Z (�gf) �f dvolg= (�gf; f)g � �i(f; f)g(f; f)~g = Z f �f dvol~g = Z f �f e�2u dvolg � e�2maxu (f; f)g:Also erhalten wir insgesamt e�i � �i e2maxu:Die andere Unglei
hung des Hilfssatzes geht v�ollig analog. 2Da wir nun u in Termen von Kp(T2; g), p und V abs
h�atzen k�onnen, bekommenwir das folgende Theorem. F�ur den Rest der Arbeit de�nieren wir die FunktionQ : [0; 4�[� ℄1;1℄� R+ ! R+ dur
hQ := exp(2S)mit der in Theorem 3.5.1 de�nierten Funktion S, alsoQ(K; p;V) := exp " ��� log�1� K4�� ���+ K4� � K q log(2q)+ qK2� + KV4 #mit q := p=(p� 1).



4.2. Spektrum des Lapla
e-Operators 75THEOREM 4.2.2. Sei g = e2u~g eine Metrik auf dem 2-Torus T2 mit ~g 
a
h undR jKgjdvolg < 4�. Die Eigenwerte �i und ~�i des Lapla
e-Operators von g bzw. ~gerf�ullenQ (Kp; p;V(g))�1 e�i area(T2; ~g) � �i area(T2; g) � Q (Kp; p;V(g)) e�i area(T2; ~g):Hierbei ist p so klein gew�ahlt, da�Kp := kKgkLp(T2);g area(T2; g)1� 1p < 4�:Die analoge Aussage gilt in der Variante mit Q (Kp; p;V(~g)).Beweis. Es gilt nat�urli
he2minuarea(T2; ~g) � area(T2; g) � e2maxuarea(T2; ~g):Deswegen folgt dieses Theorem aus Theorem 3.5.1 und dem vorangestellten Hilfssatz.2KOROLLAR 4.2.3. Jede Metrik g = e2u~g mit ~g 
a
h auf dem 2-Torus T2 erf�ullt4�2V(g)Q (Kp; p;V(g))�1 � �1 area(T2; g) � 4�2V(g)Q (Kp; p;V(g))2:sofern R jKgj dvolg < 4�. Hierbei ist p so klein gew�ahlt, da� Kp < 4�.Beweis. Wir nutzen zum einen die elementare Tatsa
he f�ur 
a
he 2-Torie�1 area(T2; ~g) = 4�2V(~g) :Zum andern liefern die Propositionen 3.7.2 und 3.7.6V(~g) � V(g) � Q (Kp; p;V(g))V(~g):Dann ergibt si
h mit dem obigen Theorem die Behauptung des Korollars. 2Wir k�onnen au
h ein Gegenst�u
k zum Satz von Hebda (Satz 3.7.4) zeigen:THEOREM 4.2.4. Sei P (x; y; z) := 2 (xy + xz + yz)� (x2 + y2 + z2). Jede Metrikg auf dem 2-Torus T2 mit R jKgj dvolg < 4� erf�ullt4 area(T2; g)2 � P �`12; `22;minf`32; `12 + `22g�Q (Kp; p;V(g))2und �1(g) Q (Kp; p;V(g)) � 16�2P (`1; `2; `3) ;wobei wir `i := `i(g) setzen und �1(g) der erste von Null vers
hiedene Eigenwertvon �g ist.



76 Kapitel 4. Anwendungen auf das Spektrum von 2-ToriBeweis. Wir s
hreiben wieder g = e2u~g mit ~g 
a
h.F�ur den 
a
hen Torus (T2; ~g) gilt na
h der Heronis
hen Unglei
hung oder na
hTheorem 3.7.4 4 area(T2; ~g)2 = P (`1(~g)2; `2(~g)2; `3(~g)2):Wir s
h�atzen nun die Gr�o�en bez�ugli
h der 
a
hen Metrik ~g wie oben gegen dieGr�o�en bez�ugli
h der beliebigen Metrik g ab. Es gilt`i(g) � exp(minu) `i(~g)area(T2; g) � exp(2maxu) area(T2; ~g):Die S
hranke Q w�ahlen wir wieder wie oben. Wir nutzen Lemma 3.7.5, das uns dieMonotonie garantiert, und die Homogenit�at von P . Wir erhalten die Abs
h�atzungvon area(g) na
h oben.Der Beweis der Abs
h�atzung von �1(g) geht �ahnli
h. Der Satz von Hebda besagt f�urden 
a
hen Torus (T2; ~g) �1(~g) = 16�2P (`1(~g); `2(~g); `3(~g)) :Aus Hilfssatz 4.2.1 bekommen wir�1(g) exp(2maxu) � �1(~g):Da `3(g) � `1(g) + `2(g) gilt, folgt hieraus analog zu oben die untere Abs
h�atzungvon �1(g). 2Beispiel. Um die Notwendigkeit der Bedingung K1 < 4� zu diskutieren, betra
h-ten wir wiederum die Pino

hio-Metriken gR;H;0. Mit Hilfe einer Testfunktion, diel�angs der "Nase\ von 0 auf 1 w�a
hst, sehen wir, da� f�ur den kleinsten von Nullvers
hiedenen Eigenwert �1 des Lapla
e-Operators gilt�1(gR;H;0) � konstH�2:Wir w�ahlen wiederum R = R(H) so, da�area(T2; gR;H;0) = konst:Hierf�ur konvergiert �1 area! 0 f�ur H !1.Es ist deswegen ni
ht m�ogli
h, eine untere S
hranke an �1 area in Termen von K1und V(g) zu �nden, wenn K1 � 4� gilt. Analoges bekommen wir f�ur V(~g) = eV(g)anstelle von V(g).



4.3. Spektrum des Dira
-Operators 77O�en bleiben jedo
h die folgenden Fragen:Frage: Gibt es eine untere S
hranke an �1(g) area(g) in Termen von Kp(g) (p > 1)und V(g) oder eV(g), die au
h f�ur K1(g) � 4� gilt?Frage: Gibt es eine untere S
hranke an �1(g) area(g) in Termen von K1(g) undV(g) oder eV(g), falls K1(g) < 4�?4.3 Spektrum des Dira
-OperatorsIn diesem Abs
hnitt wollen wir das Spektrum des Dira
-Operators D auf kon-form �aquivalenten Mannigfaltigkeiten verglei
hen. Als Korollar erhalten wir eineAbs
h�atzung des kleinsten Eigenwerts von D2 auf 2-Tori mit ni
ht-trivialer Spin-Struktur.Dieses M trage also zwei Riemanns
he Metriken ~g und g = e2u~g. Multiplikation miteu liefert eine nat�urli
he Identi�kation gPSO(M) = PSO(M). Mittels dieser Identi�-kation wollen wir fordern, da� (M; g) und (M; ~g) eine gemeinsame Spin-Struktur' : gPSpin(M) = PSpin(M)! gPSO(M) = PSO(M) haben.SATZ 4.3.1. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit zwei konformen Metriken~g und g = e2u~g. Seien D und fD die zugeh�origen Dira
-Operatoren bez�ugli
h einergemeinsamen Spin-Struktur '. Bezei
hnen wir die Eigenwerte von D2 mit �1 ��2 � : : : und die von fD2 mit e�1 � e�2 � : : :, so gilt�i minm2M e2u � e�i � �i maxm2M e2u 8i = 1; 2; : : :Beweis. Sei n := dimM . Es gilt danndvolg = enudvol~g:Mit [Hit74℄, [Bau81, Satz 3.14℄ oder [Hij86, 4.3.1℄ sieht man, da� es einen Vek-torb�undelisomorphismus �M ! e�M	 7! e	gibt, f�ur den fD( e	) = eugD	und j e	j = en�12 uj	jgilt.



78 Kapitel 4. Anwendungen auf das Spektrum von 2-ToriSei nun (	i j i = 1; 2; : : :) eine Orthonormal-Basis der S
hnitte von �M bestehendaus Eigenspinoren 	i von D2 zum Eigenwert �i. Den von 	1; : : : ;	i aufgespanntenUntervektorraum bezei
hnen wir mit Ui.Wir k�onnen nun e�i dur
h den Rayleigh-Quotienten abs
h�atzen:e�i � maxe	2Ui�f0g (fD e	;fD e	)M;~g( e	; e	)M;~g :Wir betra
hten Z�ahler und Nenner:(fD e	;fD e	)M;~g = Z e2uhgD	; gD	i dvol~g= Z e2u+(n�1)uhD	; D	i dvol~g= Z euhD	; D	i dvolg� (D	; D	)M;gmaxm2M eu� �i (	;	)M;gmaxm2M eu( e	; e	)M;~g = Z h e	; e	i dvol~g= Z e�u h	;	i dvolg� e�maxu(	;	)M;gDies ergibt e�i � �imaxm2M e2u;also die gew�uns
hte Abs
h�atzung von e�i na
h oben. Die Abs
h�atzung na
h untenfolgt analog, indem wir g und ~g vertaus
hen und u dur
h �u ersetzen. 2Zusammen mit der Spektralabs
h�atzung f�ur 
a
he 2-Tori erhalten wir eine Abs
h�at-zung f�ur beliebige 2-Tori. Die S
hranke Q ist wieder wie im vorigen Abs
hnitt de�-niert.THEOREM 4.3.2. Jede Metrik g = e2u~g mit ~g 
a
h auf dem 2-Torus T2 erf�ulltQ (Kp; p;V(g))�1 e�iarea(T2~g) � �iarea(T2; g) � Q (Kp; p;V(g)) e�iarea(T2; ~g);sofern R jKgj dvolg < 4�. Hierbei ist p so klein gew�ahlt, da�Kp := kKgkLp(T2);g area(T2; g)1� 1p < 4�;und die �i und e�i sind wie oben die Eigenwerte des Quadrates des Dira
-Operatorsbez�ugli
h g und ~g zu einem gemeinsamen Spin-Homomorphismus.Die analoge Aussage gilt in der Variante mit Q (Kp; p;V(~g)).



4.3. Spektrum des Dira
-Operators 79Beweis. Der Beweis beruht auf Satz 4.3.1 und Theorem 3.5.1. 2KOROLLAR 4.3.3. Sei g eine beliebige Metrik auf T2 mit R jKgj < 4� und � einni
ht-trivialer Spin-Homomorphismus. Alle Gr�o�en in diesem Satz beziehen si
h aufg und �. Es gilt f�ur den kleinsten Eigenwert � von D2:� area � �2 ( 1Q spin-V + 1Q spin-W � 2s 1spin-V spin-W � 1Q2) ;� area � �2 ( Q2spin-V + Q2spin-W � 2Qs 1spin-V spin-W � 1) ;� area2 � �28<:spin-sys12Q + spin-`22Q � 2sspin-sys12spin-`22 � area2Q2 9=; ;� area2 � �2 �Q2 spin-sys12 +Q2 spin-`22 � 2Qqspin-sys12spin-`22 � area2� ;� � �2Q spin-sys12 ;wobei wir sowohl Q := Q(Kp; p;V(g)) als au
h Q := Q(Kp; p;V(~g)) setzen k�onnen.Ferner ist p > 1 wieder so gew�ahlt, da� Kp < 4�. Die Unglei
hungen mit Wurzelgelten nat�urli
h nur, wenn die Wurzel existiert.Beweis. Die ersten vier Unglei
hungen folgen aus den Propositionen 3.7.2 und3.7.6 sowie Lemma 4.1.2 und dem obigen Theorem. Die letzte Unglei
hung folgt ausTheorem 3.5.1, Lemma 4.1.2 und Satz 4.3.1. 2Wir wollen nun eine Abs
h�atzung in Termen der L2-Spin-Struktur-Metrik aus Ab-s
hnitt 2.4 herleiten.THEOREM 4.3.4. Sei wieder g eine Riemanns
he Metrik auf T2 mit R jKgj < 4�,� ein Spin-Homomorphismus und Q wie oben. Dann gilt f�ur den kleinsten Eigenwert�1 vom Quadrat des Dira
-OperatorsQ�1 4�2dSpin2 (�; 0)2 � �1area(T2; g) � Q 4�2dSpin2 (�; 0)2:Beweis. Die L2-Norm auf 1-Formen ist invariant unter konformer �Anderung derMetrik, denn sind �1 und �2 zwei 1-Formen, so ist (�1; �2)L2 = R �1^ ��2. Somit istau
h die L2-Spin-Struktur-Metrik invariant unter konformer �Anderung der Metrik.Sei ! eine Realisierung von � als Di�erentialform mit minimaler L2-Norm, dann ist! harmonis
h bez�ugli
h jeder zu g konform �aquivalenten Metrik. Sei alsok!kL2(T2;~g) = k!kL2(T2;g) = dSpin2 (�; 0)



80 Kapitel 4. Anwendungen auf das Spektrum von 2-Torif�ur die 
a
he Metrik ~g. Dann ist na
h Glei
hung (4.1.1)~�1area(T2; ~g) = 4�2dSpin2 (�; 0)2:Mit Theorem 4.3.2 folgt die Aussage. 2Alle bisherigen Abs
h�atzungen des Dira
- und Lapla
e-Spektrums ben�otigten dieGeneralvoraussetzung K1 < 4�. Das folgende Problem wurde deswegen no
h ni
htgel�ost.O�enes Problem. Sei g eine Riemanns
he Metrik auf T2 und � : �1(T2)! Z2 einni
ht-trivialer Spin-Homomorphismus. Finde eine Konstante C = C([g; �℄) > 0, soda� f�ur alle zu (T2; g; �) spin-konform �aquivalenten Tori gilt: der kleinste Eigenwert�1 von D2 erf�ullt �1 area � C:Lott zeigte in [Lo86℄, da� eine derartige untere S
hranke existieren mu�, ihre expliziteGestalt ist jedo
h ni
ht bekannt. Wir werden dieses Problem in Abs
hnitt 5.5 weiterdiskutieren.



Kapitel 5Abs
h�atzungen desWillmore-Integrals
5.1 Das Willmore-IntegralSei F : N ! M eine Immersion einer ges
hlossenen Fl�a
he N in eine Riemann-s
he Mannigfaltigkeit (M; g). Der mittlere Kr�ummungsvektor H ist ein S
hnitt desNormalenb�undels NN ! N . Die S
hnittkr�ummung von M in der Ebene F�TpNbezei
hnen wir mit KM(p). Dann de�nieren wir das Willmore-FunktionalW (F ) := ZT2 �KM + jH Æ F j2� dvolF �g:Weiner hat gezeigtTHEOREM 5.1.1 ([We78, Theorem 1.1℄). Das Willmore-Funktional W ist in-variant unter konformen �Anderungen der Metrik g von M .Hingegen ist W ni
ht unabh�angig unter beliebigen �Anderungen der Metrik g. Istz. B. F eine Einbettung oder hat F nur transversale Selbsts
hnitte, so kann g ineiner Umgebung von F (N) so abge�andert werden, da� F (N) totalgeod�atis
h istund KM auf der Fl�a
he vers
hwindet, d. h. bez�ugli
h dieser abge�anderten Metrikgilt W (F ) = 0.Wir wollen uns im folgenden auf die beiden F�alleM = Sn undM = Rn bes
hr�anken,wobei Rn die Standardmetrik geukl und Sn die von (Rn+1 ; geukl) induzierte Standard-metrik trage. Nat�urli
h gelten die folgenden Aussagen au
h dann no
h, wenn Mkonform �aquivalent zu einer o�enen Teilmenge von Sn bzw. Rn ist.81



82 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-IntegralsSATZ 5.1.2. Ist F : N ! Sn eine Immersion einer ges
hlossenen Fl�a
he und gibtes ein p 2 Sn, so da� F�1(p) aus k vers
hiedenen Punkten besteht, dann giltW (F ) � 4k�:Dieser Satz wurde zun�a
hst von Willmore [Wi59, Seite 128℄ f�ur den Fall k = 1und n = 3 gezeigt und sp�ater von Li und Yau [LiY82, Theorem 6℄ in der obigen,allgemeineren Version bewiesen.Der Satz ist "optimal\, wenn N hom�oomorph zu S2 ist, denn die Standard-Einbet-tung F : S2 ,! R3 � Rn hat das Willmore-Integral 4�. Ist jedo
h N eine orientierteFl�a
he von positivem Ges
hle
ht, so hat Leon Simon gezeigt, da� die Abs
h�atzungverbessert werden kann:SATZ 5.1.3 ([Si93℄). Sei N eine ges
hlossene orientierte Fl�a
he von Ges
hle
htG � 1. Dann ist �(G; n) := infW (F ) > 4�;wobei das In�mum alle Einbettungen F : N ! Sn mit festem n � 3 dur
hl�auft.Au�erdem gibt es eine Einbettung Fn : T2 ! Sn mit�(1; n) = W (Fn):Die Tatsa
he, da� hier nur Einbettungen und keine beliebigen Immersionen zuge-lassen werden, ist keine wesentli
he Eins
hr�ankung, da in Dimension n � 5 Einbet-tungen C1-di
ht in den Immersionen liegen.Der konkrete Wert der S
hranke �(G; n) ist ni
ht bekannt. F�ur G � 1 ist im we-sentli
hen nur die Abs
h�atzung [Si93℄4� < �(G; n) < 8�bekannt. Eine zentrale Rolle spielt die Willmore-Vermutung:Vermutung (Willmore). �(1; n) = 2�2oder anders formuliertW (F ) � 2�2 f�ur alle Einbettungen F : T2 ! Sn.Wenn die Willmore-Vermutung erf�ullt ist, liefert der Cli�ord-Torus1p2S1 � 1p2S1 � S3 � Sn



5.2. Immersionen und induzierte Spinoren 83ein minimierendes Fn. Der Cli�ord-Torus ist eine 
a
he, kompakte Minimal
�a
hein Sn mit Volumen 2�2 ist. Sein Bild unter einer geeigneten stereographis
henProjektion auf R3 ist der Rotationstorus, den wir erhalten wenn wir den Kreis(x� R)2 + z2 = �2 mit R=� = p2 um die z-A
hse rotieren lassen.Der Cli�ord-Torus liegt in den folgenden Klassen von Immersionen, f�ur die dieWillmore-Vermutung gezeigt wurde� 
a
he eingebettete Tori [LiY82, Prop. 2℄� immersierte Tori mit eV(F �g) � 1, also f�ur viele konforme �Aquivalenzklassenvon Tori [LiY82℄. Diese �Aquivalenzklassen bilden eine Menge von positivemMa� auf dem ModulraumM und der Cli�ord-Torus liegt auf dem Rand dieserMenge.� Rotationstori, d. h. Tori in R3 die invariant unter Drehungen um eine A
hsesind [LaS84℄� Kanaltori [Sh70℄, [Wi82, Theorem 44℄, [HeP92℄Kanaltori sind wie folgt de�niert: Sei 
 : S1 ! R3 eine Kurve mit Kr�ummung�(t) � �0, und sei " < 1=�0. Dann hei�t der Rand der "-Umgebung von 
(S1), alsodie Menge fp 2 R3 j d(
(S1); p) = "g Kanaltorus. Ein Kanaltorus ist das Bild einerImmersion eines Torus.Wir werden in den folgenden Abs
hnitten die Willmore-Unglei
hung f�ur viele spin-konforme �Aquivalenzklassen zeigen unter der Voraussetzung, da� das Kr�ummungs-integral Kp(T2; F �g) klein genug ist. Der Cli�ord-Torus liegt ebenfalls auf dem Randdes zugeh�origen Berei
hs in spin-M. Mit Ausnahme der Klasse des Cli�ord-Torusist jedo
h die Willmore-Vermutung in diesen spin-konformen Klassen bisher no
hni
ht gezeigt worden (siehe Abbildung 5.1).5.2 Immersionen und induzierte SpinorenIn diesem Abs
hnitt wollen wir erkl�aren, wie wir aus einer Immersion einer Fl�a
he Nin eine 3-Mannigfaltigkeit M , auf der es einen Killing-Spinor gibt, einen Spinor aufN induzieren. Dieser Spinor liefert dann eine Abs
h�atzung des Willmore-Funktionalsdur
h den kleinsten Eigenwert des Quadrats des Dira
-Operators auf N . Die Ergeb-nisse dieses Abs
hnitts sind allgemein bekannt. Der Vollst�andigkeit zuliebe wollenwir die Ergebnisse in einer Fassung, die wir ben�otigen werden, no
hmals herleiten.Wir wollen im wesentli
hen C. B�ars Darstellung aus [B�a97℄ �ubernehmen. Viele derErgebnisse in [B�a97℄ gelten au
h f�ur andere Dimensionen von N undM . Die zentrale



84 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-IntegralsGlei
hung von [B�a97℄ ers
heint bereits in seiner fr�uheren Arbeit [B�a96℄ (Propositio-nen 2.1 und 2.2).Die Tatsa
he, da� eine Immersion einer Fl�a
he N in R3 einen Spinor  auf Ninduziert, der die Glei
hung D = H erf�ullt, war jedo
h s
hon zuvor bekannt.Die Su
he na
h einer zitierbaren, �o�entli
h verf�ugbaren Quelle f�ur diesen Sa
hver-halt gestaltet si
h jedo
h s
hwierig. Dies liegt zum Teil daran, da� es formal re
htvers
hiedene Zug�ange zu Spinoren auf Fl�a
hen gibt, zum anderen Teil aber au
hdaran, da� viele Quellen ni
ht einfa
h verf�ugbar sind. Vers
hiedene Autoren zitierenz. B. immer wieder "Notes\ von Seminaren aus Amherst und Luminy, die in dieserForm wohl ni
ht ver�o�entli
ht wurden. Der Zusammenhang zwis
hen Spinoren undImmersionen spielt in Arbeiten von Pinkall, Taimanov und ihren Arbeitsgruppeneine gro�e Rolle (z. B. [Tai97, Tai97a, Ri97℄). Eine sehr interessante und gut lesbareArbeit ist [KuS97℄.Sei also F : N ! M eine Immersion einer orientierten, ges
hlossenen Fl�a
he ineine 3-dimensionale Riemanns
he Spin-Mannigfaltigkeit (M; g) mit Spin-Struktur' : PSpinM ! PSOM . Die Fl�a
he N trage die zur�u
kgezogene Metrik F �g. DenNormalenvektor nennen wir n, und die zweite Fundamentalform (mit Werten imNormalenb�undel) sei II. Die H�alfte der Spur von II ist der mittlere Kr�ummungs-vektor H � n und H ist die mittlere Kr�ummung.Wir wollen zun�a
hst erkl�aren, wie man die zur�u
kgezogene Spin-Struktur F �' erh�alt.Die Abbildung F induziert eine AbbildungF� : PSON ! PSOM(e1; e2) 7! (n; F�e1; F�e2):Nun erkl�aren wir das Spin(n)-Hauptfaserb�undel �uber NPSpinN := f(q; A) 2 PSpinM � PSON j'(q) = F�(A)gund erhalten mit den nat�urli
hen Abbildungen ein kommutierendes DiagrammPSpinN PSpinM
PSON PSOM:

F�F �' 'F�(PSpinN;F �') ist nun die auf N zur�u
kgezogene Spin-Struktur.



5.2. Immersionen und induzierte Spinoren 85Bemerkung. Im Fall N = T2 und M = R3 oder M = S3 ist die zur�u
kgezogeneSpin-Struktur bzw. der zugeh�orige Spin-Homomorphismus eine wi
htige Invariantef�ur eine Immersion. Zwei Immersionen F1; F2 : T2 ! M hei�en regul�ar homotop,wenn es eine Homotopie H : T2 � [0; 1℄ ! M von F1 = H( : ; 0) na
h F2 = H( : ; 1)gibt, so da� H( : ; t) f�ur alle t eine Immersion ist. Es ist wohlbekannt, da� F1 undF2 genau dann regul�ar homotop sind, wenn die Spin-Homomorphismen der zur�u
k-gezogenen Spin-Strukturen �ubereinstimmen. Au�erdem ist F genau dann regul�arhomotop zu einer Einbettung, wenn die zur�u
kgezogene Spin-Struktur ni
ht trivialist.Na
hdem wir nun gekl�art haben, wie man die Spin-Struktur zur�u
kzieht, wollen wirnun Spinoren von M auf N zur�u
kziehen. Sei (E1; E2) bzw. (E0; E1; E2) die Stan-dardbasis von R2 bzw. R3 . Wir identi�zieren �2 mit �3 so, da� E1 und E2 verm�ogeder Cli�ord-Multiplikation glei
h operieren. Na
h unserer Wahl der Darstellung vonC l(3) in Abs
hnitt 2.1 gilt 
(E0) = 
(E1)
(E2).Wegen �M = PSpinM �Spin(3) �3 k�onnen wir einen Spinor von M lokal in derForm [qM ; �℄ s
hreiben, wobei qM ein lokaler S
hnitt von PSpinM und � eine lo-kale �3-wertige Funktion ist. Wir k�onnen qM und � sogar so w�ahlen, da� qM jbildF inF�(PSpinN) liegt, d. h. es gibt einen lokalen S
hnitt qN von PSpinN , so da� F� Æ qN =qM Æ F . Wir de�nieren nun den Pullba
k von 	F �	 := [qN ; � Æ F ℄ :Diese De�nitionen ist unabh�angig von der Wahl der Umgebung und der Wahl vonqM und somit au
h global wohlde�niert.PROPOSITION 5.2.1. F�ur i = 1; 2 giltF � �r�Mei 	� = r�Nei F �	+ 12 2Xj=1F ��
(ej)
(II(ei; ej))	�:Beweis. Wir w�ahlen einen lokalen S
hnitt qM von PSpinM und einen lokalen S
hnittqN , so da� F� Æ qN = qM Æ F . Wir s
hreiben au
h wiederum (e0; e1; e2) = ' Æ qM .Dann gilt au
h F �' Æ qN = (e1; e2).Seien ~�kij bzw. �kij die Christo�elsymbole von ' Æ qM bzw. F �' Æ qN . Es gilt f�uri; j; k 2 f1; 2g ~�kij = �kij ~�0ij e0 = �~�ji0 e0 = II(ei; ej) ~�0i0 = 0:Na
h Formel (2.1.1) gilt f�ur i = 1; 2F � �r�Mei [qM ; �℄� = �qN ; �ei� Æ F + 14 2Xj;k=0 ~�kij
(Ej)
(Ek)� Æ F �



86 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-Integrals= �qN ; �ei� Æ F + 14 2Xj;k=1�kij
(Ej)
(Ek)� Æ F+ 12 2Xj=1 
(Ej)
(II(ei; ej)) � Æ F �= r�Nei F �[qM ; �℄ + 12 2Xj=1F ��
(ej)
(II(ei; ej))[qM ; �℄�: 2PROPOSITION 5.2.2.F � �D�M	� 
(n)r�Mn 	� = D�NF �	� F � (H
(n)	)Beweis. Diese Proposition folgt aus der vorigen, indem wir mit 
(ei) von linksCli�ord-multiplizieren und �uber i = 1; 2 aufsummieren. 2SATZ 5.2.3. Die 3-Mannigfaltigkeit (M; g) trage einen ni
ht-trivialen Killing-Spi-nor 	 zur Killing-Konstante � 2 R. Sei N !M die Immersion einer ges
hlossenenorientierten Fl�a
he in M und sei D der Dira
-Operator auf (N;F �g) bez�ugli
h derinduzierten Spin-Struktur. Ist �1 der kleinste Eigenwert von D2, dann gilt�1 area(N;F �g) � ZN �4�2 + (H Æ F )2� dvolF �g:Insbesondere, ist (M; g) konform �aquivalent zu einer o�enen Teilmenge von S3 mitder Standard-Metrik, dann gilt�1 area(N;F �g) � W (F ):Mit Satz 2.2.4 folgt hieraus sofort das KorollarKOROLLAR 5.2.4 (Willmore-Unglei
hung f�ur S2). Ist F : S2 ! R3 eine Im-mersion, so gilt W (F ) � 4�:Beweis von Satz 5.2.3. Na
h De�nition giltr�MV 	 = �
(V )	 f�ur alle Vektorfelder V :Also ist D�M	� 
(n)r�Mn 	 = �2�	:Anwendung der letzten Proposition liefertD�NF �	 = F � (H
(n)	� 2�	)= H
(e1)
(e2)F �	� 2�F �	



5.3. Multiplikative Abs
h�atzung 87Bea
hten wir, da� D�N
(e1)
(e2) = �
(e1)
(e2)D�N , so erhalten wir f�ur := 1p2�F �	+ 
(e1)
(e2)F �	�die Glei
hung D�N = �H + 2�
(e1)
(e2)� : (5.2.1)Wir sagen im folgenden, da�  ein von der Immersion F induzierter Spinor sei. DaKilling-Spinoren zu reellen Killing-Konstanten konstante L�ange haben, k�onnen wirj j = j	j = 1 annehmen.Ist nun �1 der kleinste Eigenwert von D2, dann erhalten wir mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten die Abs
h�atzung�1 area(N;F �g) � ZN ���D�N ���2 dvolF �g = ZN ����H Æ F + 2�
(e1)
(e2)� ���2 dvolF �g= ZN �(H Æ F )2 + 4�2� dvolF �g;wobei wir benutzt haben, da� 
(e1)
(e2) s
hief-hermites
h operiert. Wir haben somitdie erste Aussage gezeigt.Ist (M; g) konform �aquivalent zu einer o�enen Teilmenge der (runden) S3, so k�onnenwir aufgrund des Satzes von Weiner annehmen, da� (M; g) glei
h der S3 ist. Die 3-Sp�are S3 hat aber K � 1 und einen Killing-Spinor zur Killing-Konstante � = 1=2.Also folgt au
h die zweite Aussage. 25.3 Multiplikative Abs
h�atzungIn diesem Abs
hnitt kombinieren wir die Ergebnisse des letzten Abs
hnitts mit denErgebnissen aus Abs
hnitt 4.3 und erhalten hieraus eine Abs
h�atzung des Willmore-Funktionals na
h unten, die nur Gr�o�en der inneren Geometrie enth�alt.In diesem Abs
hnitt sei F : T2 ! S3 eine Immersion. Wir de�nieren f�ur p > 1�ahnli
h wie in den fr�uheren KapitelnKp := Kp(T2; F �g) := kKF �gkLp(T2;F �g) area(T2; F �g)1� 1p :Die S
hranke Q : [0; 4�[�℄1;1℄� R+ ! R+ sei wie in Abs
hnitt 4.2 de�niert, alsoQ(K; p;V) := exp " ��� log�1� K4�� ���+ K4� � K q log(2q)+ qK2� + KV4 #



88 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-Integralsmit q := p=(p� 1).Um die Formeln kurz zu halten, wollen wir im folgenden die Konvention tre�en:Wenn wir Q ohne Argument s
hrieben, so ist die Aussage sowohl f�urQ := Q(Kp; p;V(F �g))als au
h f�ur Q := Q(Kp; p; eV(F �g))wahr. Unter anderem h�angt Q nur von der inneren Geometrie ab, also von (T2; F �g),aber ni
ht von H!Aus Lemma 4.1.2 und den S�atzen 4.3.2 und 5.2.3 erhalten wir nun unmittelbar dasTheorem:THEOREM 5.3.1. Sei F : T2 ! S3 eine Immersion mit Kp < 4� f�ur ein p > 1und F �' die von auf T2 induzierte Spin-Struktur. Wir nehmen an, da� F �' ni
httrivial ist, d. h. F sei regul�ar homotop zu einer Einbettung. Dann giltW (F ) � Q�1�28<: 1spin- eV + 1spin-fW � 2vuut 1spin- eV spin-fW � 19=; ;wobei die Gr�o�en spin-fW und spin- eV die in Abs
hnitt 3.3 de�nierten konformenInvarianten von (T2; F �g; F �') sind und Q wie oben de�niert ist.Wir bekommen daraus das Korollar:KOROLLAR 5.3.2. Sei (x; y) 2 spin-M� R2 mit(x� 1)2 + (y � 1)2 > 1und p > 1. Dann gibt es eine S
hranke C(x; y; p) > 0 so da� gilt:Ist F : T2 ! S3 eine Immersion und liegt F �g in der spin-konformen �Aquivalenz-klasse von R2span�� 10� ;�xy �� ; �� 10� = �� xy � = �1;und ist Kp(T2; F �g) < C(x; y; p) erf�ullt, dann gilt die Willmore-Unglei
hungW (F ) � 2�2:Beweis des Korollars. Der Ausdru
k in der ges
hweiften Klammer von Theo-rem 5.3.1 ist glei
h y + (1� x)2y :Dieser Term ist genau dann gr�o�er als 2 ist, wenn (x� 1)2 + (y � 1)2 > 1. 2



5.3. Multiplikative Abs
h�atzung 89

0:5 1:0
1
2

x

y = spin- eV(g)

f�ur Tori in diesen spin-konformen �Aqui-valenzklassen haben Li und Yau dieWillmore-Vermutung gezeigt
f�ur Tori in diesen spin-konformen �Aqui-valenzklassen zeigen wir die Willmore-Vermutung, falls die Lp-Norm der Gau�-s
hen Kr�ummung klein genug ist

Abbildung 5.1: Die gro�e Zusammenhangskomponente spin-M des spin-konformenModulraumsAus Korollar 4.3.3 und Satz 5.2.3 folgt au
h unmittelbar:THEOREM 5.3.3. Ist F : T2 ! S3 eine Immersion, die regul�ar homotop zu einerEinbettung ist, und haben wir Kp < 4� f�ur ein p > 1, dann giltW (F ) � �2 ( 1Q spin-V + 1Q spin-W � 2s 1spin-V spin-W � 1Q2)W (F ) � �2 areaQ spin-sys12 ;wobei die Gr�o�en spin-sys1, spin-W, spin-V und Q f�ur den Riemanns
hen 2-Torus(T2; F �g) zu nehmen sind, der mit der von F induzierten Spin-Struktur versehenist.Der wesentli
he Unters
hied zwis
hen Theorem 5.3.1 und Theorem 5.3.3 ist, da� imersteren die konformen Invarianten spin- eV und spin-fW benutzt werden, wohinge-gen im zweiten die i. a. lei
hter zu bere
hnenden Invarianten spin-V und spin-Weingehen.



90 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-IntegralsZum Abs
hlu� dieses Abs
hnitts wollen wir no
h eine Abs
h�atzung f�ur den Fallangeben, da� die zur�u
kgezogene Metrik 
a
h ist.PROPOSITION 5.3.4. Sei F : T2 ! S3 eine Immersion, die regul�ar homotop zueiner Einbettung ist, und sei F �g 
a
h. Wir w�ahlen (x; y) 2 spin-M so, da� derTorus (T2; F �g; F �') homothetis
h zuT (x; y) := R2span�� 10� ;�xy ��ist, wobei die Spin-Struktur auf T (x; y) dur
h den Spin-Homomorphismus � mit�� 10� = ��xy � = �1gegeben ist. Dann gilt W (F ) � �2 "y + (1� x)2y # :Unter anderem gilt die Willmore-Unglei
hung f�ur(x� 1)2 + (y � 1)2 � 1:Leider ist die letzte Abs
h�atzung aber s
hle
hter als die Abs
h�atzung in [LiY82,Prop. 2℄. Li und Yau zeigen dort f�ur (x� 1)2 + y2 � 1W (F ) � �2  y + 1y!und f�ur (x� 1)2 + y2 � 1W (F ) � �2  yy2 + (1� x)2 + y2 + (1� x)2y ! :5.4 Additive Abs
h�atzungIn diesem Abs
hnitt wollen wir eine Variation der Ergebnisse des letzten Abs
hnit-tes bes
hreiben. Um dieses Ergebnis herzuleiten, benutzen wir diesmal ni
ht Theo-rem 4.3.2. Statt dessen f�uhren wir einen anderen "konformen Transport\ von Spino-ren dur
h als in Satz 4.3.1. Wir erhalten einen additiven Kr�ummungsterm anstelledes multiplikativen. Insbesondere bei gro�em spin-V und ni
ht zu gro�er Oszillationder Stre
kungsfunktion u liefert diese Abs
h�atzung bessere Ergebnisse. Es sei wiederS(K; p;V) := 12 ���� log�1� K4�� ����+ K8� � 2K q log(2q) + qK4� + KV8mit q := p=(p� 1).



5.4. Additive Abs
h�atzung 91SATZ 5.4.1. Sei F : T2 ! S3 eine Immersion des 2-Torus T2 in die S3 mit derStandardmetrik g. Die induzierte Spin-Struktur F �' sei ni
ht trivial, d. h. F seiregul�ar homotop zu einer Einbettung. Die spin-konforme Struktur von (T2; F �g; F �')habe die Koordinaten (x; y) im Modulraum spin-M. Dann giltW (F ) =  y + (1� x)2y !� 18 (os
 u) kKF �gkL1(T2;F �g) :Unter anderem gilt f�ur jedes p > 1 mit Kp(F �g) < 4�W (F ) =  y + (1� x)2y !� 18 S kKF �gkL1(T2;F �g)mit S := S (Kp(F �g); p;V(F �g)) oder S := S �Kp(F �g); p; eV(F �g)�.Beweis. Die zur�u
kgezogene Metrik F �g auf T2 k�onnen wir in der Form F �g =e2u~g s
hreiben mit ~g 
a
h. Wie in Abs
hnitt 5.2, Glei
hung (5.2.1) induzieren dieImmersion F und ein Killing-Spinor auf S3 zur Killing-Konstante � = (1=2) wiedereinen Spinor  auf (T2; F �g). Dieser Spinor erf�ullt die Glei
hungDF �g = H + � ;wobei � = 
(e1)
(e2) = ��i 00 i � 2 End ��+T2 � ��T2� :Mit [Hit74℄ oder [Hij86, 4.3.1℄ sieht man nun, da� es einen Vektorraumhomomor-phismus �T2 ! e�T2	 7! b	gibt, f�ur den eu dz }| {DF �g	 = D~g b	+ 12
~g(grad~gu) b	und j b	j = j	j:Man bea
hte hierbei, da� f�ur das e	 aus Abs
hnitt 4.3 gilt e	 = e(u=2) b	.Wir wenden diese Transformation nun auf 	 =  an und erhaltenD~g b = �12
~g(grad~gu) b + euH b + eu� b :



92 Kapitel 5. Abs
h�atzungen des Willmore-IntegralsDa �, 
(V ) und �
(V ) f�ur einen beliebigen Vektor V s
hief-hermites
h sind, ergibtdies ���D~g b ���2 = 14 ���
~g(grad~gu) b ���2 + e2uH2 ��� b ���2 + e2u ���� b ���2= 14 jduj2~g + e2uH2 + e2u:Integration �uber (T2; ~g) liefert nun~�1area(T2; ~g) � 14 ZT2 jduj2~g dvol~g +W (F );wobei ~�1 den kleinsten Eigenwert des Quadrat des Dira
 Operators auf (T2; ~g) be-zei
hnet.Nun ist aber ZT2 jduj2~g dvol~g = ZT2 u�~gu dvol~g= ZT2 e2uuKg dvol~g= ZT2 uKg dvolF �g� 12 (os
 u) kKgkL1(T2;F �g):Und hieraus folgen zusammen mit Theorem 3.5.1 und Lemma 4.1.2 die Behauptun-gen. 2Wir k�onnten nun ausgehend von Satz 5.4.1 analoge S�atze zu den Theoremen 5.3.1und 5.3.3 formulieren. Da es aber re
ht o�ensi
htli
h ist, wie diese aussehen werden,soll aus Platzgr�unden darauf verzi
htet werden.5.5 Die KugelketteDie Abs
h�atzungen des Willmore-Integrals in den letzten beiden Abs
hnitten ent-hielten Kr�ummungsterme, wohingegen die Willmore-Vermutung keinen derartigenKr�ummungsterm enth�alt. Im Fall der Immersionen von F : S2 ! S3 existiert eineSpektralabs
h�atzung, die keine Kr�ummungsterme enth�alt (Satz 2.2.4). Aus ihr folgtdie optimale S
hranke an das Willmore-IntegralW (F ) � 4�:



5.5. Die Kugelkette 93Deswegen ist die Frage naheliegend, ob wir f�ur Immersionen T2 ! S3 die Spektral-abs
h�atzungen ni
ht so verbessern k�onnen, da� der Kr�ummungsterm vers
hwindet,d. h. wir su
hen Abs
h�atzungen wie in den vorigen Abs
hnitten mit 0 anstelle von Sund 1 anstelle von Q. Aus einer derartigen Abs
h�atzung w�urde dann die Willmore-Vermutung f�ur viele spin-konformen Strukturen folgen.Zun�a
hst einmal wollen wir die Aussage der Abs
h�atzung im Falle der S2 etwasumformulieren:Sei �(S2; g) der kleinste Eigenwert des Quadrats des Dira
-Operators zu der Metrikg auf S2, dann gilt 4� = infg �(S2; g) area(S2; g)und das In�mum wird angenommen, wenn (S2; g) konstante Kr�ummung hat. DasIn�mum geht hierbei �uber alle Riemanns
hen Metriken.Um unsere obige Frage zu pr�azisieren, formulieren wir sie analog:Sei ~g eine 
a
he Metrik auf T2 mit ni
ht-trivialem Spin-Homomorphismus ~�, und sei�(T2; g; �) der kleinste Eigenwert des Quadrats des Dira
-Operators zu der Metrik gund zum Spin-Homomorphismus �.(1) Ist dann inf(g;�)2[(~g;~�)℄�(T2; g; �) area(T2; g) > 0;wobei (g; �) alle zu (~g; ~�) spin-konform �aquivalenten Paare dur
hl�auft?(2) Wenn ja, wird das In�mum angenommen?(3) Wenn ja, wird dann das In�mum von einer 
a
hen Metrik angenommen?Die Frage (1) wurde von John Lott in [Lo86℄ positiv beantwortet. O�en lassen wollenwir Frage (2).Zeigen wollen wir in diesem Abs
hnitt, da� Frage (3) zumindest f�ur man
he spin-konforme �Aquivalenzklassen ni
ht erf�ullt ist. Wir wollen hierzu eine Familie vonBeispiel-Metriken angeben, f�ur die�(T2; g; �) area(T2; g) < �(T2; ~g; ~�) area(T2; ~g):Wir haben somit gezeigt, da� eine Spektralabs
h�atzung des Dira
-Operators, die eineoptimale S
hranke f�ur 
a
he Tori liefert, notwendigerweise einen Kr�ummungstermenthalten mu�.Unter einer Kettenlinie verstehen wir eine Kurve der Formy = a 
osh x� ba
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Abbildung 5.2: Die Kugelkettemit a > 0 und b 2 R. Eine zur x-A
hse rotationssymmetris
he Fl�a
he in R3 ist genaudann eine Minimal
�a
he, wenn sie dur
h Rotation einer Kettenlinie (oder einem Seg-ment hiervon) erzeugt wird ([Ca92, Seite 153℄). Vollst�andige rotationssymmetris
heMinimal
�a
hen hei�en Katenoid.F�ur ein zun�a
hst festes Æ > 0 erf�ulle die regul�are, na
h Bogenl�ange parametrisierteKurve 
Æ = (
x; 
y) : R ! R � R+ die folgenden Eigens
haften:(1) Es gibt Konstanten T > � � 2Æ und V 2 R, so da� 
x(t + T ) = 
x(t) + V und
y(t+ T ) = 
y(t) f�ur alle t 2 R.(2) Auf dem Intervall IK := [�(�=2) + 2Æ; (�=2)� 2Æ℄ gilt 
x(t) = sin t und 
y(t) =
os t.(3) Auf I1 := [�(�=2) + Æ;�(�=2) + 2Æ℄ und I2 := [(�=2) � 2Æ; (�=2) � Æ℄ liegt dieKr�ummung der Kurve 
Æ zwis
hen �3 und �1 ("negativ\ bedeutet na
h re
htsdrehend).(4) Auf IM := [(�=2)� Æ; T � (�=2) + Æ℄ gilt _
x < 0, und 
jIM ist eine Kettenlinie.Man sieht sofort, da� es zu jedem Æ > 0 eine derartige Kurve 
Æ gibt.Die Rotations
�a
he von 
Æ um die x-A
hse wollen wir Kugelkette nennen. Die Ku-gelkette ist das Bild einer Immersion ~FÆ : R2 ! R3 mit Periodengitter 0 � Z undmit ~FÆ(a + k; b) = ~FÆ(a; b) + (kV; 0; 0). Somit induziert ~FÆ au
h eine Immersion FÆvon T2 in den Zylinder Z := R3=Z(V; 0; 0). F�ur FÆ k�onnen wir das Willmore-Integralde�nieren, und da Z bez�ugli
h der 
a
hen Metrik einen parallelen Spinor enth�alt,erhalten wir au
h einen induzierten Spinor  .



5.5. Die Kugelkette 95Die Hauptkr�ummungen der Rotations
�a
he sind die Kr�ummung der Kurve 
Æ unddie Funktion � _
x(t)=
y(t). Die mittlere Kr�ummung ist deswegen konstant �1 aufIK und konstant 0 auf IM .Auf den �Ubergangsintervallen I1 und I2 gilt j _
xj � sin 2Æ und �Æ + sin 2Æ < 
y <sin 2Æ. Deswegen wird f�ur kleine Æ > 0 auf ihnen der Betrag der mittleren Kr�ummungdur
h 12  3 + sin 2Æ�Æ + sin 2Æ! < 3na
h oben bes
hr�ankt.Wir bere
hnen nun das Willmore-IntegralW (FÆ) := Z T0 H2(t) 2�
y(t) dt = ZI1[I2[IK H2(t) 2�
y(t) dtDer Beitrag von IK in diesem Integral ist genau das Volumen der Einheitssph�areohne zwei "Polkappen\, die jeweils den halben �O�nungswinkel 2Æ besitzen. DieserBeitrag liegt also zwis
hen 4�� 8�Æ2 und 4�. Der Beitrag von I1 [ I2 ist kleiner als72�Æ2.Insgesamt haben wir also jW (FÆ)� 4�j < 72�Æ2:Somit gilt f�ur den kleinsten Eigenwert �1 von D2 auf (T2; F �Æ geukl; F �Æ ')�1 area(T2; F �Æ geukl) � (D ;D )(T2;F �Æ geukl)= W (FÆ) � 4� + 72�Æ2Sei nun (T2; ~g; ~�) 
a
h und spin-konform �aquivalent zu (T2; F �Æ geukl; F �Æ '). Der Spin-Homomorphismus ist ni
ht-trivial, da F regul�ar homotop zu einer Einbettung ist.Seien (x; y) gemeinsame Koordinaten in der gro�en Zusammenhangskomponentespin-M des spin-konformen Modulraums. Dann folgt aus Symmetriegr�unden x = 0und somit y � 1. Bezei
hnet ~�1 den kleinsten Eigenwert von D2 auf (T2; ~g; ~�), dannerhalten wir ~�1area(T2; ~g) = �2  y + 1y! � 2�2:Somit wird das In�mum in (1) gar ni
ht oder von einer ni
ht 
a
hen Metrik an-genommen. Des weiteren zeigt das Kugelketten-Beispiel, da� ein Kr�ummungstermin den Spektralabs
h�atzungen von Theorem 5.3.1 und 5.3.3, Korollar 5.3.2 undSatz 5.4.1 tats�a
hli
h n�otig ist.
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Kapitel 6Weitere Abs
h�atzungen vonEigenwerten
6.1 Abs
h�atzung von r�r auf S1-B�undelnIn diesem Abs
hnitt sei (M; g) eine kompakte Riemanns
he Spin-Mannigfaltigkeitder Dimension n mit Spin-Struktur ' : PSpin(M)! PSO(M). Weiter sei � :M ! Neine glatte S1-Faserung. Wir fordern in diesem Abs
hnitt keine Kompatibilit�ats-bedingungen zwis
hen der S1-Faserung und der Riemanns
hen Metrik, also wederkonstante L�ange der Fasern, no
h eine (lokale) S1-Symmetrie der Metrik, und � mu�au
h keine Riemanns
he Submersion sein.Wir wollen eine untere S
hranke f�ur den kleinsten Eigenwert des Zusammenhangs-Lapla
e herleiten. Diese Abs
h�atzung wird einige geometris
he Gr�o�en einbeziehen,die si
h aus der S1-Faserung und der Riemanns
hen Metrik auf M ergeben. Diessind� die Faserl�ange 2�` : N ! R+ ,� die Faserdi
hte J :M ! R+ und� die S1-Holonomie des Tangentialraums und des Spinorraums.Die Faserl�ange 2�`(p) ist die L�ange der S1-Faser �uber p 2 N .Die Riemanns
he Metrik von M induziert eine Volumenform dvolM auf M undeine Volumenform dvolp auf ��1(p). Auf N w�ahlen wir das Bildma� �#(dvolM).Die Ko
�a
henformel ([Fe69, 3.2.11℄, [Mo88, 3.8℄) besagt nun, da� es eine eindeutige97



98 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von Eigenwertenglatte Funktion J :M ! R+ gibt, so da�ZM J � f dvolM = ZN �#(dvolM) Z��1(p) f dvolp: (6.1.1)f�ur alle f 2 L1(M). Unter anderem folgt hierausZ��1(p) 1J dvolp = 1: (6.1.2)Da J(m) ausdr�u
kt, wie nahe beieinander die Fasern in der N�ahe von m liegen,nennen wir J die Faserdi
hte. Tr�agt N eine Riemanns
he Metrik, die �#(dvolM)induziert, so ist J = qjdet (�� � ��T )jdie (n � 1)-te Ja
obi-Funktion von �. Ist hingegen � : M ! N eine Riemanns
heSubmersion und bezei
hnet dvolN das von der Riemanns
hen Metrik induzierte Ma�,dann gilt �#(dvolM) = 2�` dvolN , und somit ist J(m) = 2�`(�(m)).Wir w�ahlen nun auf jeder S1-Faser von M eine Orientierung. Wir verlangen aberni
ht, da� diese stetig vom Basispunkt abh�angen, denn unsere Ergebnisse geltenteilweise au
h dann no
h, wenn die Fasern ni
ht stetig orientierbar sind. Die S1-Holonomie ist die Abbildung, die dur
h Paralleltransport entlang einer S1-Faser inpositiver Ri
htung entsteht. Wir s
hreiben z. B. HolTM(m) 2 SO(TmM) f�ur die S1-Holonomie des Tangentialb�undels und Hol�M(m) 2 U(�mM) f�ur die S1-Holonomiedes Spinorb�undels. Jeder Eigenwert � 6= �1 von HolTM(m) kommt zusammen mitseinem Inversen vor. Also ist die Menge der Eigenwerte von HolTM(m) unabh�angigvon der Wahl der Orientierungen auf den S1-Fasern und, da die Holonomien auf einerFaser konjugiert sind, nur eine Funktion des Basispunkts. Wir erhalten insgesamtAbbildungen �j : N ! S1 � C , so da� die Eigenwerte von HolTM(m) die Zahlen�1(�(m)); : : : ; �[n=2℄(�(m)); �1(�(m)); : : : ; �[n=2℄(�(m))und evtl. 1 (im Fall n ungerade) sind. Wir wollen hierbei wieder die Konventionbenutzen, da� mehrfa
h genannte Zahlen mehrfa
he Eigenwerte bezei
hnen. DieReihenfolge der Indizes soll erst sp�ater festgelegt werden.Wir ben�otigen nun ein Lemma, das die Holonomie des Tangential-B�undels mit derHolonomie des Spinor-B�undels verglei
ht. Die Spin-Struktur wird hierbei ents
hei-dend eingehen.LEMMA 6.1.1. F�ur m 2 M sei HolTM(m) 2 End(TmM) die Holonomie des Tan-gentialb�undels entlang der S1-Faser �uber dem Basispunkt �(m), und sei Hol�M(m)die entspre
hende Holonomie des Spinorb�undels �M . Wir setzen q := [dimM=2℄.Die Holonomie des Tangentialb�undels habe die Eigenwerte�1; : : : �q; �1; : : : �q



6.1. Abs
h�atzung von r�r auf S1-B�undeln 99und f�ur ungerades n = dimM zus�atzli
h 1.Wir w�ahlen nun Wurzeln �j mit � 2j = �j. Dann gibt es ein Vorzei
hen v 2 f+1;�1g,so da� Hol�M(m) die Eigenwerte�v � � Æ11 � � � � Æqq ��� Æ1; : : : ; Æq 2 f+1;�1g�hat. Das Vorzei
hen v h�angt von der Wahl der Wurzeln, von der Spin-Struktur undvon �(m) ab.ZUSATZ 6.1.2. Es gelte f�ur alle p 2 N zus�atzli
h �j = exp(2i�j) 6= �1 mit �=2 <�1 � : : : � �q < �=2. Die �j und �j := exp(2i�j) sind also stetig in p. Dann ist dasdazugeh�orende v lokal konstant.Frage: Ist die Voraussetzung �j 6= �1 tats�a
hli
h n�otig?F�ur gerade Dimension n ist die Aufspaltung �M = �+M � ��M parallel; also hatHol�M(m) Blo
kgestalt mit den Bl�o
ken Hol�+M(m) und Hol��M(m), den Holono-mien der B�undel �+M und ��M . Die Eigenwerte von Hol�M(m) zerfallen dement-spre
hend in die Eigenwerte von Hol�+M(m) und Hol��M(m). Wir bekommen denZusatz:ZUSATZ 6.1.3. Unter den Bedingungen des vorangehenden Lemmas gibt es ein w 2f�1; 1g, so da� Hol�+M(m) die folgenden Eigenwerte hat:� v � � Æ11 � � � � Æqq ���� Æ1; : : : ; Æq 2 f+1;�1g; qYj=1 Æj = w �:Und Hol��M(m) hat die Eigenwerte� v � � Æ11 � � � � Æqq ���� Æ1; : : : ; Æq 2 f+1;�1g; qYj=1 Æj = �w �:Das Vorzei
hen w h�angt von der Wahl der �j ab.Wir greifen wieder unsere Beispiele aus Abs
hnitt 2.6 auf.Beispiel 1. Sei � : Tn ! Tn�1 eine Riemanns
he Submersion 
a
her Tori. Sei "nder Erzeuger von Kern (�1 : Tn ! Tn�1). Dann gilt f�ur den Spin-Homomorphismus� Hol�Tn(m) = �("n);wobei � der Spin-Homomorphismus ist. Analoges gilt f�ur N � S1 ! N mit derProduktmetrik.



100 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von EigenwertenBeispiel 2. Tr�agt Mk := �knH3 eine Metrik, die von einer linksinvarianten Metrikauf H3 stammt, dann ist die S1-Holonomie HolTM der Riemanns
hen SubmersionMk ! T2 eine Drehung um einen konstanten Winkel � um eine A
hse in Faserri
h-tung. Hol��M(m) ist dann eine Drehung um � = ��=2 oder � = � � (�=2) | jena
h Spin-Struktur. Lassen wir die Faserl�ange gegen 0 gehen bei konstanter BasisT2, dann geht � f�ur die triviale und 3 andere Spin-Strukturen gegen 0. Ist k gerade,so gibt es 4 weitere Spin-Strukturen; f�ur diese Spin-Strukturen geht � gegen �.Beispiel 3. Tr�agt S2q+1 die Standardmetrik, dann hat S2q+1 ! C Pq eine S1-Holonomie HolTS2q+1 = Id. Die S1-Holonomie des Spinorb�undels ist also Hol�S2q+1 =� Id. Das Vorzei
hen bestimmen wir mit folgendem Argument: Die Fasern derHopf-Faserung sind Gro�kreise. Zu bestimmen ist also die Holonomie entlang ei-nes Gro�kreises. Wir betra
hten die Inklusion F : S2q+1 ! R2q+2 . Die AbbildungF induziert analog zu Abs
hnitt 5.2 eine fasererhaltende, SO(2q + 1)-�aquivarianteAbbildung F� : PSOS2q+1 ! PSOR2q+2 . Au�erdem induziert F eine zur�u
kgezoge-ne Spin-Struktur auf S2q+1. Weil es aber auf S2q+1 nur eine Spin-Struktur gibt, istdies die ri
htige. Sei nun A ein paralleler S
hnitt von PSOS2q+1 l�angs eines gegebe-nen Gro�kreises. Da die zweite Fundamentalform von S2q+1 � R2q+2 in Ri
htungdes Gro�kreises ni
ht vers
hwindet, ist F�A ni
ht parallel. Es ist eine "Drehung um360o\. Derartige Drehungen liften ni
ht auf PSpinR2q+2 . Also liftet au
h A ni
ht aufPSpinS2q+1. Folgli
h gilt Hol�S2q+1 6= Id, also Hol�S2q+1 = � Id.Beweis von Lemma 6.1.1. Um die Notation zu vereinfa
hen, unterdr�u
ken wirin diesem Abs
hnitt die Darstellung 
, d. h. wir betra
hten Spin(n) und C l(n) alsEndomorphismen von �n.Sei 
 : R ! ��1(�(m)) mit 
(0) = m eine 2�-periodis
he Kurve, die modulo 2� dieS1-Faser dur
h m parametrisiert. Wir nehmen nun einen parallelen S
hnitt A : R !PSpin(M) des Spin(n)-Prinzipal-B�undels PSpin(M)!M entlang der Kurve 
. Dannist ' Æ A ein paralleler S
hnitt von PSO(M) ! M . Na
h De�nition der Holonomiegilt ' (A2�) = HolTM(m) � ' (A0)A2� = Hol�M(m) � A0:Wir betra
hten die Elemente von PSpin(M) bzw. PSO(M) als isometris
he Isomor-phismen von �n na
h �mM bzw. von Rn na
h TmM: Wir bere
hnen hiermit die zuHolTM(m) konjugierte Matrix HT 2 SO(n).HT := '(A0)�1HolTM(m)'(A0) = '(A0)�1' (Hol�M(m)A0) :Die �Uberlagerung � : Spin(n) ! SO(n) erf�ullt '(A)�(B) = '(AB) und somit�(A�1C) = '(A)�1'(C). Also folgt insgesamtHT = � �A0�1Hol�M(m)A0� = �(H�)



6.1. Abs
h�atzung von r�r auf S1-B�undeln 101mit H� := A0�1Hol�M(m)A0 2 Spin(n).Da Konjugation einer Matrix die Eigenwerte ni
ht ver�andert, m�ussen wir nur no
huntersu
hen, wel
he Relationen zwis
hen den Eigenwerten von HT und den Eigen-werten von H� gelten.Die Eigenwerte von HT seien also �1; : : : ; �q; �1; : : : ; �q und zus�atzli
h 1, falls n unge-rade. Wir w�ahlen reelle �j mit �j = exp(2i�j). Na
h einem geeigneten isometris
henBasiswe
hsel k�onnen wir dann annehmen, da�HT = exp0� qXj=1 2�jEj ^ Ej+q1A ; (6.1.3)wobei Ej ^ Ek (j 6= k) den Endomorphismus bezei
hnet, der Ej auf Ek, Ek auf�Ej und alle andern Basisvektoren auf 0 abbildet. Sollte dieser Basiswe
hsel ni
htorientierungserhaltend sein, dann vertaus
hen wir die Rolle von �1 und �1. Deswegenk�onnen wir sogar annehmen, da� der Basiswe
hsel die Orientierung erh�alt.Die beiden Urbilder von HT unter � gehen dur
h Multiplikation mit � Id ausein-ander hervor. Dur
h Anwenden von � Æ exp = exp Æ�� und ��(Ei �Ej) = 2Ei ^ Ej(siehe [LaM89, Proposition I.6.2℄) erhalten wir deswegenH� = v exp0� qXj=1�jEj � Ej+q1A v 2 f+1;�1g:Das Vorzei
hen v h�angt dabei von der Spin-Struktur und der Wahl der �j ab.Wir zeigen nun, da� die AbbildungL : �n ! �n� 7! 0� qXj=1�jEj � Ej+q1A � �die Eigenwerte (��1 � �2 � : : : � �q)i hat, wobei die � unabh�angig voneinandervariieren und somit 2q = dim�n viele Eigenwerte ergeben. Die Eigenwerte von vH�sind dann die Exponentiale der Eigenwerte von L. Da wir annehmen k�onnen, da��j = exp(i�j), folgt dann hieraus der Satz.Zur Bere
hnung der Eigenwerte von L s
hreiben wir L = P�j!j mit !j := Ej �Ej+q.Man sieht sofort, da� die !j mit j = 1; : : : ; q paarweise kommutieren und deswegenderen Darstellungen simultan diagonalisierbar sind. Sei 	 ein gemeinsamer Eigen-vektor. Da !2j = �1 sind die zugeh�origen Eigenwerte aus f+i;�ig. F�ur k; j � q mitk 6= j haben wir Ej!j+!jEj = 0 und Ej!k = !kEj, und somit ist Ej	 ebenfalls eingemeinsamer Eigenvektor. Die Vektoren 	 und Ej	 liegen genau dann im selben
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h�atzungen von EigenwertenEigenvektorraum von !k, wenn k 6= j. Andernfalls liegt einer im i- und einer im�i-Eigenraum. Dur
h Induktion sehen wir, da� au
h Ej1 : : : Ejl	 ein gemeinsamerEigenvektor aller !k ist. Jedes Ej we
hselt hierbei das Vorzei
hen des Eigenwerts zu!j. Wir erhalten somit 2q linear unabh�angige gemeinsame Eigenvektoren, die alleVorzei
henkombinationen dur
hlaufen. Diese Eigenvektoren sind au
h Eigenvekto-ren von L zu den oben genannten Eigenwerten. 2Beweis von Zusatz 6.1.2. Die Stetigkeit von �j, �j = exp(2i�j) und �j = exp(�j)ist o�ensi
htli
h.Sei U eine zusammenh�angende Umgebung von m0. O.B. d.A. sei die Orientierungder S1-Fasern stetig auf U . Na
h eventueller Verkleinerung von U k�onnen wir denS
hnitt A aus dem vorigen Beweis zu einer stetigen S
har von S
hnitten Â : R�U !PSpin(M) fortsetzen, so da� m der Fu�punkt von Â0(m) ist und jedes t! Ât(m) dieAnforderungen an A erf�ullt. Wir erhalten stetige HT : U ! End(Rn) und H� : U !End(�n). Leider k�onnen wir ni
ht annehmen, da� HT die einfa
he Darstellung vonGlei
hung (6.1.3) besitzt, da wir ni
ht wissen, ob der daf�ur notwendige Basiswe
hselstetig ist, wenn zwei Eigenwerte zusammenfallen.Die Exponentialabbildung exp : so(n)! SO(n)ist aber ein Di�eomorphismus von der zusammenh�angenden MengeB := nA 2 so(n) ��� A ist konjugiert zu qXj=1 rjej ^ ej+q mit jrjj < �oauf ihr Bild. Und HT (m) liegt in exp(B). Die Menge ��1(exp(B)) zerf�allt in dieZusammenhangskomponenten exp(���1(B)) und � exp(���1(B)). Da U zusammen-h�angend ist, ist H�(m) f�ur alle m 2 U in derselben Zusammenhangskomponente,und somit ist v konstant auf U . 2Beweis von Zusatz 6.1.3. Wir �ubernehmen die Notationen aus dem Beweis desLemmas. Dann gilt !C = iq � (�1) q(q�1)2 !1 � � �!q = iq2!1 � � �!q:Sei 	 ein gemeinsamer Eigenspinor aller !j, dann ist es au
h ein Eigenspinor von!C und liegt somit entweder in �+n oder ��n . Das daraus konstruierte Ej	 liegt imjeweils anderen ��n . Hieraus folgt dieser Zusatz. 2



6.1. Abs
h�atzung von r�r auf S1-B�undeln 103SATZ 6.1.4. Sei � : M ! N eine S1-Faserung, deren Totalraum M eine Spin-Struktur und eine Riemanns
he Metrik tr�agt. Wir s
hreiben die Eigenwerte der S1-Holonomie des Spinorb�undels in der Form exp(i�j(p)) mit j�jj � �. Dann gilt f�urjeden Eigenwert � des Zusammenhangs-Lapla
e r�r� � 0BB� minp2Nj=1;::;2q j�j(p)jmaxM J 1CCA2 ; (6.1.4)wobei J die Faserdi
hte bedeutet.Aus dem Beweis des Satzes wird deutli
h, da� er au
h in der vers
h�arften Version(6.1.5) und in den beiden folgenden Variationen gilt:� � minp2Nj=1;::;2q 0B� �j(p)max��1(p) J1CA2 ; (6.1.5)� � minp2Nj=1;::;2q 8><>: min��1(p) Jmax��1(p) J  �j(p)2�`(p)!29>=>; ; (6.1.6)� � minp2Nj=1;::;2q �j(p)2 min��1(p) J(m)2� R��1(p) J dvolp:�2 (6.1.7)Bemerkung. Ist M ! N ein S1-Hauptfaserb�undel und operiert S1 isometris
h,dann liefert Satz 7.3.1 ein �ahnli
hes Resultat, allerdings unter st�arkeren Vorausset-zungen (verglei
he die Bemerkung zu Satz 7.3.1).KOROLLAR 6.1.5. Sei � : M ! N ein S1-B�undel, das eine Wurzel hat. Wir set-zen q := [dimM=2℄. Auf der Spin-Mannigfaltigkeit M sei eine Riemanns
he Metrikgegeben, so da� die Eigenwerte der Holonomie des Tangentialb�undels die Gestalt�j = exp(2i�j) und �j+q = exp(�2i�j) und evtl. �2q+1 = 1mit 0 � �j � � und � < minf�=2; �=qg haben. Dann gibt es auf M eine Spin-Struktur, so da� � � 0�� � q�maxM J 1A2f�ur alle Eigenwerte � des Zusammenhangs-Lapla
e.



104 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von EigenwertenBeispiel 1. Sei "1; : : : ; "n�1 eine Basis von Rn�1 � Rn . Wir erg�anzen diese Basisdur
h einen Vektor "n := tEn, der senkre
ht auf den anderen steht. Mit Hilfe derdadur
h erzeugten Gitter und der Standardmetrik auf Rn bzw. Rn�1 erhalten wireine Riemanns
he Submersion 
a
her ToriTn ! Tn�1:Den Spin-Homomorphismus 
harakterisieren wir dur
h�("j) = �1 () j = n:Dann ist �2=t2 der kleinste Eigenwert von D2 = r�r. Da J � t ist, sind der obigeSatz und obiges Korollar s
harf auf diesen Beispielen. Steht jedo
h "n ni
ht mehrsenkre
ht auf den anderen Vektoren, sind die Abs
h�atzungen ni
ht mehr s
harf.Beispiel 2. Au
h auf Mk = �knH3 bekommen wir f�ur viele "linksinvariante\ Me-triken eine ni
ht-triviale Abs
h�atzung des kleinsten Eigenwerts. Ist k sogar gerade,dann gibt es zu fast jeder "linksinvarianten\ Metrik eine Spin-Struktur, so da� dieAbs
h�atzung ni
ht-trivial ist. Es ist ni
ht verwunderli
h, da� unsere Abs
h�atzungni
ht f�ur alle Metriken und Spin-Strukturen funktioniert. Denn es gibt "linksinvari-ante\ Metriken auf Mk, die Eigenspinoren zum Eigenwert 0 besitzen [AmB97, 3.2℄.Beispiel 3. Mit Hilfe der Hopf-Faserung erhalten wir die Abs
h�atzung� � 1=4f�ur den kleinsten Eigenwert von r�r auf der runden Sn ungerader Dimension. Derkleinste Eigenwert von r�r ist tats�a
hli
h n=4: der kleinste Eigenwert von D2 istn2=4 und mit s = n(n � 1) folgt dieser kleinste Eigenwert aus der Weitzenb�o
k-Formel (Proposition 2.1.1). Da� unsere Abs
h�atzung genau um den Faktor n zus
hle
ht ist, liegt vor allem an der Abs
h�atzung (6.1.9). Heuristis
h gesehen, habenwir dort die �Anderung von 	 in alle n Ri
htungen gegen die �Anderung in eineRi
htung abges
h�atzt.Beweis von Satz 6.1.4. Sei 	 ein Eigenspinor des Zusammenhangs-Lapla
e r�rzum Eigenwert �. Dann bekommen wir unter Verwendung von (6.1.1)� (	;	)M = (r�r	;	)M (6.1.8)= ZM �#(dvolN )hr	;r	i= ZN dvolN Z��1(p) dvolpJ(m)hr	;r	i:Ebenso k�onnen wir au
h die linke Seite von (6.1.8) mit (6.1.1) zerlegen:� (	;	)M = � ZN dvolN Z��1(p) dvolpJ(m)h	;	i:



6.1. Abs
h�atzung von r�r auf S1-B�undeln 105Es gibt nun mindestens ein p 2 N mit� Z��1(p) dvolpJ(m)h	;	i � Z��1(p) dvolpJ(m)hr	;r	i� Z��1(p) dvolpJ(m)hrE	;rE	i (6.1.9)f�ur ein Einheitsvektorfeld E l�angs der Faser ��1(p).Sei nun 
 : S1 = (R=2�Z) ! ��1(p) eine Parametrisierung mit j _
j � `(p). Dannk�onnen wir obige Unglei
hungen auf S1 "zur�u
kziehen\. Da die Holonomie des Spi-norb�undels diagonalisierbar ist, zerf�allt das zur�u
kgezogene Spinorb�undel
�(�M) = 2qMj=1 V (�j)in komplexe Geradenb�undel V (�j) mit Holonomie exp(i�j). Gem�a� dieser Zerlegungs
hreiben wir 
�	 = P j und setzen in (6.1.9) ein. Es gibt dann ein j, so da�� Z��1(p) dvolpJ(m)h j;  ji � Z��1(p) dvolpJ(m)hrE j;rE ji: (6.1.10)Wir wollen ab jetzt  j als Funktion von R na
h C au�assen, die zus�atzli
h j(t + 2�) = ei�j �  j(t) (6.1.11)erf�ullt.Unglei
hung (6.1.10) �ubersetzt si
h in� Z 2�0 `(p)dtJ(
(t))h j;  ji � Z 2�0 dt`(p)J(
(t))h 0j;  0ji: (6.1.12)Na
h Einsetzen der Fourier-Zerlegung j(t) = Xk2Zak exp�� �j2� + k� t� :in (6.1.12) erhalten wir� 2�`(p)min��1(p) J Xk2Z jakj2 � 2�`(p) max��1(p) J Xk2Z� �j2� + k�2 jakj2und hieraus folgt Abs
h�atzung (6.1.6).Aus Unglei
hung (6.1.12) erhalten wir aber au
h die anderen Abs
h�atzungen. Hierzuf�uhren wir vor der Fourier-Zerlegung no
h eine Parameter-Transformation dur
h.



106 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von EigenwertenAls erstes w�ahlen wir die Koordinatentransformation s = �(t) mit� 0(t) = `(p)=J(
(t)) und �(0) = 0:Aufgrund von Glei
hung (6.1.2) bildet � das Intervall [0; 2�℄ auf [0; 1℄ ab. Wir erhal-ten aus (6.1.12) dann � Z 10 dsh j;  ji � Z 10 dsJ(
(t))2 h 0j;  0ji: (6.1.13)und na
h Fourier-Zerlegung�Xk2Z jakj2 � 1max��1(p) J2 Xk2Z��j(p) + 2�k�2jakj2:Dies ergibt die Abs
h�atzung (6.1.4) und seine Verallgemeinerung (6.1.5).Nun w�ahlen wir s = �(t) mit � 0(t) = `(p)J(
(t)) und �(0) = 0. Dann bildet � dasIntervall [0; 2�℄ auf [0; b℄ mit b = R 2�0 `(p)J(
(t)) dt = R��1(p) J dvolp ab. Aus (6.1.12)erhalten wir � Z b0 dsJ2 h j;  ji � Z b0 ds h 0j;  0ji: (6.1.14)Die Fourier-Zerlegung ergibt diesmal� bmin��1(p) J2 Xk2Z jakj2 � bXk2Z �j(p) + 2�kb !2 jakj2:Dies liefert Abs
h�atzung (6.1.7). 2Unglei
hung (6.1.14) f�uhrt no
h zu einer anderen Interpretation des Minimierungs-problems. Wir nehmen an, �0 sei das kleinstm�ogli
he �, f�ur das Unglei
hung (6.1.14)no
h eine L�osung  j 6� 0 mit  j(t + b) = �j �  j(t) hat. Dann ist  j L�osung derHills
hen Di�erentialglei
hung x00(t) + Q(t)x(t) = 0 mit Q(t) = �0=J(t)2. DieseDi�erentialglei
hung ist physikalis
h relevant. Sie bes
hreibt z. B. au
h ein Pendelmit variabler Fadenl�ange oder die Perig�aumsdrehung des Mondes. Es gibt deswegeneine Reihe von genaueren Analysen der L�osungen dieser Glei
hungen. Au�er derOriginalarbeit von Hill ([Hil1886℄) wird die Hills
he Glei
hung bereits in [WhW02℄behandelt. Eine modernere, gut verst�andli
he und sehr umfassende Behandlung derGlei
hung wird im Bu
h "Hill's Equation\ ([MaW66℄) von Magnus und Winklerpr�asentiert. Neuere Ergebnisse �ndet man in [M
M75℄ und [KoT91℄ und den darinzitierten Ver�o�entli
hungen.Trotz der F�ulle der Literatur konnte der Autor jedo
h leider keine explizite Ab-s
h�atzung �nden, die eine verbesserte Abs
h�atzung von �0 und somit von � � �0impliziert.



6.2. Differentialformenansatz f�ur den 2-Torus 107Beweis von Korollar 6.1.5. O.B. d.A. sei M zusammenh�angend. Da das S1-B�undel M ! N eine Wurzel hat, gibt es na
h Proposition 2.6.2 einen Homomor-phismus h : �1(M) ! Z2, so da� die Verkettung �1(S1) i#! �1(M) h! Z2 surjektivist. Sei nun (P 1Spin(M); '1) eine Spin-Struktur auf M . Wir twisten (P 1Spin(M); '1)mit h und erhalten eine zweite Spin-Struktur (P 2Spin(M); '2) auf M .Man sieht nun lei
ht, da� Hol�1M(m) = �Hol�2M(m):O.B. d.A. sei �1 � : : : � �q. Dann sind die �j stetige Funktionen auf N . Na
hLemma 6.1.1 hat dann Hol�kM(m) die Eigenwertevk exp �i(��1 � : : :� �q)�;wobei das Vorzei
hen v1 = �v2 2 f�1;+1g na
h Zusatz 6.1.2 konstant auf demzusammenh�angenden M ist. Nun folgt das Korollar direkt aus Satz 6.1.4. 26.2 Di�erentialformenansatz f�ur den 2-TorusWir betra
hten nun den Zusammenhangs-Lapla
e r�r auf den positiven Spino-ren �+T2 �uber dem 2-dimensionalen Torus (T2; g). Dieses B�undel hat die komplexeDimension 1. Wir nehmen an, da� der Eigenspinor 	 zum kleinsten Eigenwert �keine Nullstellen hat. Damit erhalten wir eine Trivialisierung des positiven Spinor-B�undels. In dieser Trivialisierung wird der Zusammenhang auf den positiven Spino-ren dur
h eine komplexe 1-Form ! ausgedr�u
kt, die dur
hrX	 = !(X)	 (6.2.1)de�niert ist.Dur
h das Studium dieser 1-Form werden wir in diesem Abs
hnitt eine Abs
h�atzungvon � na
h unten erhalten, die jedo
h leider no
h den TermminM j	jk	kL1enth�alt. Im Falle eines 
a
hen Torus und j	j = konst ist diese Abs
h�atzung optimal.Wir f�uhren die folgende abk�urzende S
hreibweise einSpur!2 := !(e1)2 + !(e2)2f�ur einen lokalen ON-Rahmen e1; e2. Den adjungierten Operator zum �au�eren Dif-ferential d auf Formen bezei
hnen wir immer mit Æ.



108 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von EigenwertenLEMMA 6.2.1. Sei 	 ein positiver Spinor auf T2 ohne Nullstellen und ! dur
h(6.2.1) de�niert, dann gilt: r�r	 = (Æ! � Spur!2)	:Das Lemma ist selbst dann g�ultig, wenn 	 kein Eigenspinor ist. Ist aber 	 Eigen-spinor zum Eigenwert �, so folgt hierausÆ! � Spur!2 = �: (6.2.2)Beweis von Lemma 6.2.1. Sei e1, e2 ein orthonormales Rahmenb�undel �uber T2.Dann bere
hnen wirr�r	 = 2Xi=1 ��reirei	+rreiei	�= 2Xi=1 (�rei!(ei)	 + !(reiei)	)= 2Xi=1 ��!(ei)2 � ei(!(ei)) + !(reiei)�	= �� Spur!2 + Æ!�	: 2LEMMA 6.2.2. Sei 	 ein positiver Spinor auf T2 ohne Nullstellen und ! dur
h(6.2.1) de�niert, dann gilt: 2d! = iKdvol:Hierbei sind K und dvol Gau�s
he Kr�ummung und Volumenform von T2.Beweis. Die Kr�ummung des B�undels der positiven Spinoren istR�+T2X;Y (	) := �rXrY �rYrX �r[X;Y ℄�	= (X (!(Y ))� Y (!(X))� !([X; Y ℄)) 	 = d!(X; Y )	Na
h [LaM89, II Theorem 4.15℄ ist aber andererseitsR�+T2X;Y (	) = (1=2)hRX;Y (e1); e2i
(e1)
(e2)	 = (�i=2)hRX;Y (e1); e2i	f�ur ein positiv orientiertes orthonormales Rahmenb�undel (e1; e2). Hierbei benutzenwir unsere Vorzei
henkonvention aus Abs
hnitt 2.1:
(e1)
(e2)j�+ = �i id :Diese Konvention stimmt mit[LaM89, I5.12℄ �uberein.Setzen wir nun X = e1 und Y = e2, dann folgtd!(e1; e2) = i2Kund somit das Lemma. 2



6.2. Differentialformenansatz f�ur den 2-Torus 109Nun wollen wir ! in Real- und Imagin�arteil zerlegen. Sei also ! = !R + i!I mitreellen Formen !R und !I . Dann ist!R(X) j	j2 = RehrX	;	i = (1=2)Re (X(h	;	i)) = X(j	j) j	j:Setzen wir also fR := log j	j, so ist !R = dfR. Der Realteil von ! ist somit exakt.Nun wollen wir den Imagin�arteil von ! untersu
hen. Hierzu ma
hen wir eine Hodge-Zerlegung !I = dfI + 2� !H + 12Æ(u dvol)in das Di�erential einer reellen Funktion fI , in eine harmonis
hen 1-Form !H undin das Kodi�erential der 2-Form u dvol. Die Vorfaktoren 2� und 1=2 f�ugen wir ein,damit die Notation analog zu den anderen Teilen dieser Arbeit ist.Na
h Lemma 6.2.2 gilt �u = K:Dieses u ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Na
h Glei
hung (3.1.1) ist ualso gerade die konforme Stre
kungsfunktion aus Kapitel 3, d. h. ~g := e�2ug ist eine
a
he Metrik.Die Homologieklasse von !H steht in enger Beziehung zur Spin-Struktur:PROPOSITION 6.2.3. Sei 
 ein ges
hlossener Weg in T2. Und sei � der Spin-Homomorphismus. Dann gilt exp Z
 2�i !H( _
) = �([
℄);d. h. !H ist eine Realisierung von � als Di�erentialform.Beweis. !H ist ges
hlossen und die re
hte Seite der Glei
hung h�angt nur von derHomologieklasse [
℄ 2 H1(T2;Z) ab. Es rei
ht deswegen, die Aussage f�ur einen Re-pr�asentanten der Homologieklasse zu zeigen. Au�erdem rei
ht es, die Aussage f�ureine Basis von H1(T2;Z) zu zeigen. Jedes Element sol
h einer Basis ist aber primi-tiv. Na
h Proposition 3.2.1 wissen wir also, da� es von einer einfa
h ges
hlossenenGeod�aten repr�asentiert wird. Wir k�onnen somit o. B. d.A. annehmen, da� 
 eineeinfa
h ges
hlossene Geod�ate ist und [
℄ primitiv ist.Primitive Elemente liegen aber ni
ht im Kern der KoeÆzientenreduktionr : H1(T2;Z)! H1(T2;Z2):Deswegen folgt aus Proposition 2.5.3 und der De�nition von qArf , da� �([
℄) = 1genau dann gilt, wenn _
 bez�ugli
h �+ : �+T2 ! TT2 liftet. In diesem Fall de�niert



110 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von Eigenwertender Lift V von _
 einen parallelen S
hnitt von �+T2 l�angs 
. Der Winkel zwis
hen	 Æ (t) und V (t) ist somit Z t0 !I( _
) + konst:Da der Winkel aber na
h einem Umlauf bis auf ein Vielfa
hes von 2� glei
h seinmu�, gilt ZS1 !I( _
) 2 2�Z:�Ahnli
h geht man au
h im Fall vor, wenn �([
℄) = �1 gilt, d. h. wenn _
 : S1 ! TMni
ht liftet. In diesem Fall liften wir _
 : R ! TM und erhalten analogZS1 !I( _
) 2 2�Z+ �:Die Aussage der Proposition folgt nun aus dem folgenden Lemma. 2LEMMA 6.2.4. Der 2-Torus trage eine Riemanns
he Metrik g = e2u~g mit ~g 
a
h.Es sei 
 eine ni
ht null-homologe, einfa
h ges
hlossene Geod�ate in (T2; g). Dann giltZ
 Æ(udvol) = � Z
 � du = 0Beweis. Das linke Glei
hheitszei
hen ergibt si
h unmittelbar aus Æ = � � d�.Wir liften nun die Metriken g und ~g und die Stre
kungsfunktion u auf den ZylinderZ := R2=h[
℄i:~
 sei ein Lift von 
 auf Z. Die Funktion � : Z ! R+ sei konstant 1 in einer Umgebungvon ~
 und habe kompakten Tr�ager. Wir setzen ĝ := exp(2u�)~g. Nun sei �
 eine zu~
 homotope Geod�atis
he auf (Z; ĝ), die au�erhalb des Tr�agers von � verlaufe. DieKurven ~
 und �
 beranden ein Gebiet G, das hom�oomorph zu [0; 1℄�S1 ist und somitEuler-Charakteristik 0 hat. Da ~
 und �
 Geod�aten bez�ugli
h ĝ sind, besagt der Satzvon Gau�-Bonnet ZT2Kĝ = 0:Wir nutzen wieder Glei
hung (3.1.1) und erhaltenZT2�(u�) = 0;und da u� in einer Umgebung von �
 vers
hwindet, ergibt si
h mit dem Satz vonGau� Z~
 � du = 0: 2



6.2. Differentialformenansatz f�ur den 2-Torus 111THEOREM 6.2.5. Sei (PSpin(T2); ') eine ni
ht-triviale Spin-Struktur auf dem 2-Torus, und sei 	 ein positiver Eigenspinor von r�r zum Eigenwert �. Dann gilt� � min j	jk	kL1  4�2dSpin2 ('; 0)2 + (K; u)4 ! ;wobei u die konforme Stre
kungsfunktion und K die Gau�s
he Kr�ummung von gbezei
hnet.Da der Kr�ummungsterm immer positiv ist, k�onnen wir hieraus das folgende Korollarableiten.KOROLLAR 6.2.6. Sei (PSpin(T2); ') eine ni
ht-triviale Spin-Struktur auf dem 2-Torus, und sei 	 ein positiver Eigenspinor von r�r zum Eigenwert �. Dann gilt� � 4�2 min j	jk	kL1 dSpin2 ('; 0)2:Diese Abs
h�atzung ist ni
ht nur formal mit Theorem 4.3.4 verwandt. Betra
hten wirbeispielsweise den 
a
hen Torus, dann k�onnen wir 	 mit konstanter L�ange w�ahlen.Da dann aber die Skalarkr�ummung s vers
hwindet, gilt D2 = r�r. Im Fall des
a
hen Torus sind die beiden Abs
h�atzungen somit glei
h, und beide Abs
h�atzungensind im 
a
hen Fall s
harf.Beweis von Satz 6.2.5. O.B. d.A. k�onnen wir annehmen, da� 	 keine Nullstellenbesitzt. Die Voraussetzungen f�ur Ansatz (6.2.1) sind somit erf�ullt.Zun�a
hst dr�u
ken wir Glei
hung (6.2.2) in Termen von fR, fI , !H und u aus:�fR � jdfRj2 + jdfi + 2� !H + (1=2)Æ(u dvol)j2 = � (6.2.3)�fI � 2hdfR; dfI + 2� !H + (1=2)Æ(u dvol)i = 0: (6.2.4)Zur Umformung von (6.2.3) nutzen wir�efR = (�fR) efR � jdfRj2efR:und erhalten �efR + jdfI + 2� !H + (1=2)Æ(u dvol)j2efR = �efR :Da nun aber efR = j	j, folgt na
h Integration �uber T2ZT2 � j	j = ZT2 jdfI + 2� !H + (1=2)Æ(u dvol)j2 j	j:Hieraus ergibt si
h sofort die Abs
h�atzung� � min j	jk	kL1 �k2� !Hk2L2 + (1=4)kduk2L2�� min j	jk	kL1  4�2dSpin2 ('; 0)2 + (K; u)4 ! : 2



112 Kapitel 6. Weitere Abs
h�atzungen von Eigenwerten6.3 Abs
h�atzung na
h obenIn diesem Abs
hnitt sei (M; g) eine kompakte Riemanns
he Mannigfaltigkeit mitzwei Spin-Strukturen P 1Spin(M) und P 2Spin(M). Die zugeh�origen Spinorb�undel seien�1M und �2M , die Dira
-Operatoren D1 und D2. Wir wollen eine obere Abs
h�at-zung f�ur den "Abstand\ der Spektren von D1 und D2 �nden. In [Fr84℄ benutzteFriedri
h au
h �ahnli
he Methoden, um das Spektrum des 
a
hen Torus zu bere
hnen.Die Di�erenz der beiden Spin-Strukturen ist ein Homomorphismus� 2 Hom(�1(M);Z2) = H1(M;Z2) = H1(M;Z2)�(siehe Abs
hnitt 2.4).Wir bilden nun das Geradenb�undel L� �uber ML� := fM �� C ;wobei fM !M die universelle �Uberlagerung ist, und erhalten�1M = �2M 
 L� und �2M = �1M 
 L�im Sinne von (getwisteten) Spinor-B�undeln.Der folgende Satz zeigt nun, da� die L1-Spin-Struktur-Metrik aus Abs
hnitt 2.4eine obere S
hranke f�ur den "Abstand\ der Spektren von D1 und D2 bildet.SATZ 6.3.1. Die Riemanns
he Mannigfaltigkeit (M; g) trage zwei Spin-StrukturenP 1Spin(M) und P 2Spin(M). Dann kann man die Eigenwerte (�i;j)j2Z von Di so nume-rieren, da� j�1;j � �2;jj � 2� dSpin1 �P 1Spin(M); P 2Spin(M)�f�ur alle j 2 Z.Falls die Di�erenz von P 1Spin(M) und P 2Spin(M) ni
ht als Di�erentialform realisierbarist, gibt der Satz jedo
h leider keine Information �uber den Abstand der Spektren.Beweis. Sei f eine Realisierung von � als Stammfunktion. Dann de�niertK : �1M ! �1M 
 L� = �2M�1pM 3 	 7! 	
 f(p)einen Vektorb�undelisomorphismus von �1M na
h �2M und sogar einen unit�arenIsomorphismus von L2(�1M) na
h L2(�2M). Es gilt also f�ur einen S
hnitt 	 von�1M (K�1 ÆD2 ÆK)(	) = D1	+ gradff �	:



6.3. Abs
h�atzung na
h oben 113Somit sind die Operatoren D1 und D2 bis auf den bes
hr�ankten Operator gradf �konjugiert. Nun folgt mit gradf = 2�if!#der Satz. 2KOROLLAR 6.3.2. Der 2-Torus T2 trage eine beliebige Riemanns
he Metrik g undeine ni
ht-triviale Spin-Struktur (PSpin(M); '). Dann sind die zwei kleinsten Eigen-werte von D2 kleiner oder glei
h 4�2 dSpin1 ('; 0)2:Beweis. (M; g) hat bez�ugli
h der trivialen Spin-Struktur zwei harmonis
he Spino-ren. Hiermit folgt das Korollar aus dem Satz. 2Beispiel 1. Auf den 
a
hen Tori mit ni
ht-trivialer Spin-Struktur sind die erstenvier Eigenwerte von D2 glei
h 4�2 dSpin1 ('; 0)2. Die Abs
h�atzung des Korollars istalso s
harf f�ur die ersten beiden Eigenwerte.Beispiel 2. Wir f�uhren Beispiel 2 aus Abs
hnitt 2.6 fort. Das S1-B�undel �(2k) hatdie Wurzel �(k). Angenommen wir haben zwei Spin-Strukturen (P 1Spin(M2k); '1) und(P 2Spin(M2k); '2), die dur
h Twist mit �(k) (Proposition 2.6.3) auseinander hervorge-hen. Dann liefert das Korollar keine Abs
h�atzung: die Di�erenz der Spin-Strukturenist ni
ht als Di�erentialform realisierbar, und deswegen gilt dSpin1 ('; 0) =1.
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Kapitel 7Kollabierende S1-B�undel
7.1 SituationIn diesem Kapitel untersu
hen wir das asymptotis
he Verhalten des Dira
-Spek-trums, wenn die L�ange der Fasern kollabiert.Mehrere Ver�o�entli
hungen bes
h�aftigen si
h bereits mit der Frage, wie si
h dasSpektrum des Lapla
e-Operators auf Funktionen verh�alt. Bei na
h oben und un-ten bes
hr�ankter S
hnittkr�ummung zeigte Fukaya in [Fu87℄, da� das Spektrum desLapla
e-Operators auf Funktionen unter Kollaps konvergiert. Es besteht jedo
h we-nig Ho�nung, da� si
h das Spektrum des Dira
-Operators unter diesen re
ht allge-meinen Voraussetzungen �ahnli
h verh�alt. Wir wollen uns deswegen auf Riemanns
heSubmersionen mit kollabierenden S1-Fasern bes
hr�anken. Die von uns verwendetenMethoden sind verwandt zu den Methoden von B�erard-Bergery und Bourguignonin [BeB82℄. Diese beiden Autoren spalten den Lapla
e-Operator in einen vertika-len und einen horizontalen Anteil auf. Auf �ahnli
he Art und Weise wollen wir indiesem Kapitel den Dira
-Operator aufspalten. Im Gegensatz zu B�erard-Bergeryund Bourguignon werden wir aber bei einigen Ergebnissen ohne die Voraussetzungauskommen, da� die Fasern total-geod�atis
h sein sollten. Unsere Ergebnisse geltensogar f�ur man
he kollabierende Familien, deren Kr�ummung ni
ht bes
hr�ankt ist.Wir nehmen also an, da� S1 frei und isometris
h auf der kompakten, zusammen-h�angenden, (n + 1)-dimensionalen Riemanns
hen Mannigfaltigkeit (M; ~g) operiert.Wir fassen Mn+1 als Totalraum eines S1-Hauptfaserb�undels �uber dem BasisraumNn :=Mn+1=S1 auf.Der Basisraum trage die eindeutig bestimmte Metrik g, so da�� : (M; ~g)�!(N; g)115



116 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undeleine Riemanns
he Submersion ist.Dieses S1-Hauptfaserb�undel hat eine eindeutige Zusammenhangs-1-Formi! : TM ! iR;so da� ker!jm f�ur alle m 2M bez�ugli
h ~g senkre
ht zu den Fasern steht.Die S1-Operation induziert ein Killing-Vektorfeld K. Die Fasern von M ! N sindgenau dann geod�atis
h, wenn ` := jKj konstant in m 2M ist. Die L�ange einer Faserist 2�`. Die Metrik ~g auf M wird vollst�andig dur
h !, ` und g 
harakterisiert wird.Die S1-Operation auf M induziert eine S1-Operation auf PSO(M). Wir nennen eineSpin-Struktur ~' : PSpin(M) ! PSO(M) projizierbar, wenn die S1-Operation aufPSO(M) auf PSpin(M) liftet. Ansonsten nennen wir sie ni
ht-projizierbar.Jede projizierbare Spin-Struktur aufM induziert eine Spin-Struktur auf N wie folgt:Sei ~' : PSpin(M)! PSO(M) eine projizierbare Spin-Struktur auf M . Wir de�nierenPSO(n)M als die Menge aller ON-Rahmen �uberM , deren erster Vektor K=` ist. Na
hIdenti�kation von PSO(N) mit PSO(n)M=S1 ist dann ~'�1(PSO(n)M)=S1 ein Spin(n)-B�undel �uber N , und ~' de�niert eine zugeh�orige Spin-Struktur �uber N .Umgekehrt induziert jede Spin-Struktur auf N eine projizierbare Spin-Struktur aufM mittels Pullba
k: Sei ' : PSpin(N)! PSO(N) eine Spin-Struktur auf N . Dann ist��' : ��PSpin(N)! ��PSO(N) =: PSO(n)M eine �n : Spin(n)! SO(n)-�aquivarianteAbbildung. Wir vergr�o�ern die Struktur-Gruppe auf Spin(n+1), d. h. wir de�nierenmit Hilfe von~' := ��'��n �n+1 : ��PSpin(N)�Spin(n) Spin(n+ 1)! PSO(n)M �SO(n) SO(n+ 1)eine Spin-Struktur auf M .Projizierbare Spin-Strukturen und projizierbare Spinoren wurden f�ur allgemeineStrukturgruppen bereits von Moroianu [Mo96℄ untersu
ht.Wir betra
hten nun eine Familie (Mt; ~gt)t2R derartiger Mannigfaltigkeiten mit ent-spre
henden �t, `t und !t �uber einer gemeinsamen Basismannigfaltigkeit (N; g). DieFaserl�angen 2�`t sollen f�ur t ! 1 glei
hm�a�ig gegen 0 konvergiert. Zu dieser Si-tuation sagen wir: Mt kollabiert gegen N f�ur t ! 1. Wir wollen untersu
hen, obein Teil des Spektrums des Dira
-Operators unter Kollaps konvergiert. Es wird si
hdabei herausstellen, da� die Konvergenzeigens
haften stark von den Spin-Strukturenabh�angen. Sind die Spin-Strukturen allerMt projizierbar und induzieren sie dieselbeSpin-Struktur auf N , dann sehen wir im kommenden Abs
hnitt, da� es bei geeig-neten S
hranken an !t und grad`t konvergierende Eigenwerte gibt. Tragen jedo
halle Mt ni
ht-projizierbare Spin-Strukturen, dann divergieren alle Eigenwerte desDira
-Operators gegen �1 (Abs
hnitt 7.3).



7.2. Kollaps bei projizierbarer Spin-Struktur 117In diesem Kapitel wollen wir wieder die folgende Konvention benutzen: Wenn wirdavon spre
hen, da� ein Operator die Eigenwerte (�j)j2N hat, wollen wir immerannehmen, da� jeder Eigenwert entspre
hend seiner Multiplizit�at wiederholt wird.7.2 Kollaps bei projizierbarer Spin-StrukturSATZ 7.2.1. Sei (N; g) eine Riemanns
he Spin-Mannigfaltigkeit, die ein komplexesVektorb�undel E ! N mit einem metris
hen Zusammenhang rE tr�agt. Die Eigen-werte des getwisteten Dira
-Operators DE auf �N 
 E ! N seien (�j)j2N. Sei(Mt; ~gt) eine Familie Riemanns
her Mannigfaltigkeiten, auf denen S1 frei und iso-metris
h operiert, und (Mt; ~gt) ! (N = Mt=S1; g) seien Riemanns
he Submersio-nen. Die Spin-Strukturen auf den Mt seien dur
h die Spin-Struktur auf N induziert.Wie oben sei 2�`t die Faserl�ange und i!t die Zusammenhangs-1-Form vonMt ! N .Au�erdem gelte k`t � d!tk1 ! 0 und k`tk1 ! 0 f�ur t!1� := lim supt!1 kgrad`tk1 < 1 (7.2.1)Dann k�onnen wir die Eigenwerte (�j;k(t))j2N;k2Z des getwisteten Dira
-Operators fDtauf �Mt 
 ��tE !Mt so numerieren, da� gilt:(1) F�ur alle " > 0 gibt es ein t0 2 R, so da� f�ur alle t � t0 und j 2 N ; k 2 Z� f0ggilt k`tk21 �j;k(t)2 � jkj (jkj � �) � ":Unter anderem haben wir also �j;k(t)2 !1 f�ur t!1.Falls Mt und !t von t unabh�angig sind, dann gilt au�erdem f�ur alle j 2 N; k 2Z� f0g lim supt!1 �minp2N `t(p)�2 �j;k(t)2 � jkj (jkj+ �):Diese S
hranke na
h oben ist aber ni
ht glei
hm�a�ig in j und k.(2) Wenn n = dimN gerade ist, dann gilt f�ur t!1�j;0(t)! �j:Hingegen f�ur n = dimN ungerade erhalten wir�2j�1;0(t)! �j�2j;0(t)! ��jIn beiden F�allen ist die Konvergenz der Eigenwerte �j;0(t) glei
hm�a�ig in j.



118 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undelBemerkungen(1) Wenn die S1-B�undel-Isomorphie-Klasse von Mt ni
ht von t 2 R abh�angt unddie Familie (Mt; gt) glatt in t ist, k�onnen die Eigenwerte von fDt au
h stetig int gew�ahlt werden.(2) Im Gegensatz zum Fall, da� `t(p) konstant in p ist (Abs
hnitt 7.4), bekommenwir in Satz 7.2.1 f�ur k 6= 0 nur eine Abs
h�atzung an den Betrag der Eigenwertevon fDt, ni
ht aber f�ur das Vorzei
hen der Eigenwerte.(3) Die Methoden aus Abs
hnitt 6.1 lassen si
h au
h auf unsere Situation �uber-tragen, d. h. auf den Fall eines kollabierenden S1-Hauptfaserb�undels mit isome-tris
her Operation von S1. Wir erhalten zu Satz 7.2.1 bzw. Satz 7.3.2 analogeAbs
h�atzungen. Dies funktioniert sogar f�ur � < 2 (Satz 7.2.1) bzw. � < 1(Satz 7.3.2). Verglei
he hierzu au
h die Bemerkung bei Satz 7.3.1.Im Beweis des Satzes wollen wir der einfa
hen Darstellung zuliebe annehmen, da�E ein triviales Geradenb�undel ist. F�ur ni
ht-triviales E mu� jedes Spinor-B�undel�uber N bzw. Mt mit E bzw. ��tE getwisted werden.Um Satz 7.2.1 zu zeigen, s
hreiben wir den Dira
-Operator fDt als Summe eines"vertikalen Dira
-Operators\, eines "horizontalen Dira
-Operators\ und eines Termsnullter Ordnung.Um den vertikalen Dira
-Operator zu de�nieren, ben�otigen wir die Lie-Ableitung vonSpinoren entlang der S1-Fasern. Die Operation von S1 auf PSpinMt induziert eineOperation S1 auf �Mt = PSpin(Mt) �Spin(n+1) �n+1, die wir � nennen wollen. EinSpinor mit Basispunkt m wird unter �(eis) auf einen Spinor mit Basispunkt m � eisabgebildet. Wir de�nieren die Lie-Ableitung eines glatten Spinors 	 in Ri
htung desKilling-Felds K dur
h LK(	)(m) = dds �����s=0 �(e�is)(	(m � eis)):In [BoG92℄ und [Ko72℄ werden Lie-Ableitungen von Spinoren in gr�o�erer Allgemein-heit diskutiert. Da LK das Di�erential einer Darstellung der Lie-Gruppe S1 aufL2(�Mt) ist, bekommen wir die ZerlegungL2(�Mt) =Mk2ZVk;tin die Eigenr�aume Vk;t des Operators LK zum Eigenwert ik, k 2 Z. Diese S1-Operation kommutiert mit dem Dira
-Operator auf Mt, und deswegen wird dieseZerlegung vom Dira
-Operator erhalten.



7.2. Kollaps bei projizierbarer Spin-Struktur 119Nun wollen wir die Di�erenz zwis
hen der kovarianten Ableitung und der Lie-Ableitung in Ri
htung von K bere
hnen. Wir benutzen hierbei immer die Konven-tion, da� die Operation einer r-Form � auf den Spinor 	 dur
h
(�)	 := Xi1<:::<ir �(ei1 ; : : : ; eir) 
(ei1) � � �
(eir)	bes
hrieben wird, wobei die ei eine Orthonormalbasis des Tangentialraums bilden.LEMMA 7.2.2. F�ur jeden glatten S
hnitt ~	 von �Mt giltrK ~	� LK ~	 = `2t4 
(d!t) ~	� 12
(K=`t)
(grad`t) ~	Beweis. F�ur den Beweis wollen wir einige Notationen festlegen. In diesem Kapitelsoll der horizontale Lift von X 2 TN immer mit ~X 2 TMt bezei
hnet werden. Sei(f1; : : : ; fn) ein lokales ON-Rahmenfeld auf der o�enen Teilmenge U � N , und seiA ein Lift auf die Spin-Struktur. Dann ist (e0 := K=`t; e1 := ~f1 Æ�t; : : : ; en := ~fn Æ�t)ein lokales ON-Rahmenfeld auf ��1t (U) mit Lift ��tA.Unter Benutzung der Koszul-Formel k�onnen wir die Christo�el-Symbole ~�kij zu(e0; : : : ; en) bere
hnen. Wir bekommen Ausdr�u
ke, die die Christo�el-Symbole �kijzu (f1; : : : ; fn), die Kr�ummungsform d!t des S1-B�undels und die L�ange `t enthalten.F�ur i; j; k 2 f1; : : : ; ng erhalten wir~�kij = �kij �~�0ij = ~�ji0 = ~�j0i = `t2 d!t(ei; ej)~�0i0 = ~�000 = 0 ~�00j = �~�j00 = fj(`t)=`t (7.2.2)Bez�ugli
h der obigen lokalen ON-Rahmenfelder aufMt und N wenden wir nun Glei-
hung (2.1.1) f�ur Mt an und erhalten f�ur einen lokalen S
hnitt ~	 = [A; �℄1̀trK[A; �℄ = 1̀t [A; �K�℄ + 14 nXj;k=0 ~�k0j
(ej)
(ek)[A; �℄= 1̀t [A; �K�℄ + `t8 nXj;k=1d!t(ej; ek)
(ej)
(ek)[A; �℄� 14 nXk=1 fk(`t)`t 
(e0)
(ek)[A; �℄ + 14 nXj=1 fj(`t)`t 
(ej)
(e0)[A; �℄= 1̀t [A; �K�℄ + `t4 
(d!t)[A; �℄� 12`t
(K=`t)
(grad`t)[A; �℄:Aufgrund der Wahl unserer Rahmenb�undel gilt aberLK[A; �℄ = [A; �K�℄;und somit folgt das Lemma. 2



120 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undelNun assoziieren wir zum S1-B�undel �t : Mt ! N das komplexe Geradenb�undelLt :=Mt �S1 C , wobei der Zusammenhang dur
h i!t gegeben ist.LEMMA-DEFINITION 7.2.3. Sei n gerade. Zu jedem t gibt es eine Isometrie vonHilbertr�aumen Qk;t : L2(�N 
 L�kt )! Vk;tmit folgenden Eigens
haften: Die horizontale kovariante Ableitung ist dur
hr ~XQk;t(	) = Qk;t(rX	) + `t4 
(K=`t)
(fWX)Qk;t(	)� X(`t)2`t Qk;t(	)gegeben, wobei WX das Vektorfeld auf N ist, das d!t( ~X; �) = hfWX ; �i erf�ullt. DieCli�ord-Multiplikation bleibt erhalten, d. h.Qk;t(
(X)	) = 
( ~X)Qk;t(	):Beweis. Da n gerade ist, haben wir �n = �n+1. Wir de�nieren eine Vektorb�un-delabbildung �k : �Mt ! �N 
 L�kt(m; [��tA; �℄) 7! (�t(m); [A;q2�`t(�t(m)) �℄
 [m; 1℄�k):Hierbei bezei
hnet [��tA; �℄ (bzw. [A; �℄, [m; 1℄) die �Aquivalenzklasse von (��tA; �)(bzw. (A; �), (m; 1)) in ��tPSpin(N)�Spin(n) �n = �Mt (bzw. PSpin(N)�Spin(n) �n =�N , bzw. Mt �S1 C = Lt). Diese B�undelabbildung ist faserweise ein Vektorraum-isomorphismus, der die Cli�ord-Multiplikation erh�alt. Deswegen gibt es f�ur jedenSpinor 	 : N ! �N 
 L�kt ein eindeutiges Qk;t(	), so da�Mt �Mt
N �N 
 L�kt

Qk;t(	)�t �k	kommutiert. Aus diesem Grund ist Qk;t ein wohlde�nierter Homomorphismus vonHilbertr�aumen und die Injektivit�at folgt aus der Surjektivit�at von �t. Aufgrund desFaktors q2�`t(�t(m)) ist Qk;t zudem eine Isometrie auf sein Bild. Dieses wollen wirnun bestimmen.



7.2. Kollaps bei projizierbarer Spin-Struktur 121F�ur jeden S
hnitt ~	 von �Mt erhalten wir~	 2 bild(Qk;t)() �k Æ ~	(m) = �k Æ ~	(meis) 8m 2Mt; eis 2 S1() ~	(m) = e�iks�(e�is) ~	(meis) 8m 2Mt; eis 2 S1() ik ~	 = LK ~	:Deswegen ist das Bild von Qk;t genau Vk;t.S
hlie�li
h bleibt no
h die Formel f�ur die horizontale Ableitung zu zeigen. Wir be-weisen es lokal f�ur X = fi, der allgemeine Fall folgt hieraus unmittelbar. Wie zuvorbenutzen wir (2.1.1) und (7.2.2).r ~fiQk;t(	) = Qk;t(rfi	) + 14 nXj=1 ~�ji0
(K=`t)
(ej)Qk;t(	)+ 14 nXj=1 ~�0ij
(ej)
(K=`t)Qk;t(	)� fi(`t)2`t Qk;t(	)= Qk;t(rfi	) + `t4 
(K=`t)
(fWfi)Qk;t(	)� fi(`t)2`t Qk;t(	) 2Beweis von Satz 7.2.1 f�ur gerades n. Wir de�nieren den horizontalen Dira
-Operator als den eindeutig bestimmten abges
hlossenen linearen Operator Dth :L2(�Mt)! L2(�Mt), der auf jedem Vk;t dur
hDth := Qk;t ÆDt ÆQk;t�1gegeben ist, wobei Dt hier den (getwisteten) Dira
-Operator auf �N 
L�kt bezei
h-nen m�oge.Au�erdem de�nieren wir den vertikalen Dira
-OperatorDtv := 
(K=`t)LKund einen Term nullter OrdnungZt := �(1=4) 
(K=`t) 
(d!t):Unter Benutzung von Lemma 7.2.2 und Lemma 7.2.3 k�onnen wir den Dira
-OperatorfDt als Summe ausdr�u
ken: fDt = nXi=0 
(ei)rei= 1̀tDtv +Dth + `tZt:



122 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undelDa Dth, 
(K=`t) und Zt mit der S1-Operation kommutieren, kommutieren sie au
hmit deren Di�erential LK. Die obige Aufspaltung respektiert also die ZerlegungL2(�Mt) = LVk;t in die Eigenr�aume von LK. Man sieht nun sofort, da� die Ei-genwerte von fDtjV0;t gegen die Eigenwerte von Dth konvergieren. Hieraus folgt (2).Wir wollen nun begr�unden, wieso 
(K=`t) und Dth antikommutieren. Hieraus folgtdann au
h, da� Dtv := 
(K=`t)LK und Dth antikommutieren. Wir wissen, da�
(K=`t)Qk;t(	) = Qk;t�

(dvoln)	�mit einem 
 2 f1; i;�1;�ig, das von n und der Darstellung von C ln+1 abh�angt. Da
(dvoln) mit jedem getwisteten Dira
-Operator auf N antikommutiert, s
hlie�en wirdaraus, da� 
(K=`t) mit Dth antikommutiert.Es gilt nun Dth 1̀t = 1̀tDth + 
�grad (1=`t) �;und unter Benutzung von DtvDth +DthDtv = 0 erhalten wirDth � 1̀tDtv�+ � 1̀tDtv�Dth = 
�grad(1=`t)�Dtv:Wir nehmen jetzt das Quadrat des Operators At := (1=`t)Dtv +Dth und bekommen(At)2 = 1̀2t �Dtv�2 + �Dth�2 � 
(grad `t)`2t Dtv:Nun setzen wir �t := kgrad `tk1. F�ur ~	 2 Vk;t mit k 6= 0 gilt dann�(At)2 ~	; ~	�Mt =   k2`2t + �Dth�2 � ik
(grad `t)
(e0)`2t ! ~	; ~	!Mt� ZMt  k2`2t � �t jkj`2t ! j~	j2� jkj(jkj � �t)k`tk21 �~	; ~	�Mt :Die Eigenwerte von (At)2jVk;t sind also gr�o�er glei
h �jkj (jkj��t)�=k`tk21. Da `t �d!tein bes
hr�ankter Operator ist, dessen Norm f�ur t!1 vers
hwindet, vers
hwindetim Limes au
h der Term nullter Ordnung. Somit folgt der erste Teil von Aussage (1).Seien nun Mt und !t unabh�angig von t. Dann sind au
h Lt und Dt unabh�angigvon t. Wir s
h�atzen in die andere Ri
htung ab und erhalten analog�(At)2Qk;t(	); Qk;t(	)�Mt � ��Dth�2Qk;t(	); Qk;t(	)�Mt



7.2. Kollaps bei projizierbarer Spin-Struktur 123+ jkj(jkj+ �)�minp2N `t(p)�2 (Qk;t(	); Qk;t(	))Mt= �(Dt)2	;	�N+ jkj(jkj+ �)�minp2N `t(p)�2 (Qk;t(	); Qk;t(	))MtMultiplizieren wir diese Unglei
hung mit (minp2N `t(p))2, dann wird f�ur einen gege-benen Spinor 	 der erste Summand der re
hten Seite im Limes t ! 1 klein. Alsobekommen wir die zweite Unglei
hung. 2Beweis von Satz 7.2.1 f�ur ungerades n. Im Fall "n ungerade\ ist der Beweisganz �ahnli
h, aber wir m�ussen einige Modi�kationen vornehmen, da ni
ht mehr dieGlei
hheit �n+1 = �n besteht.F�ur die Standardbasis E1; : : : ; En 2 Rn und E0; : : : ; En 2 Rn+1 de�nieren wir dasVolumenelement dur
h�n := in+12 
(E1) � � �
(En) 2 C l(n+ 1):Das Quadrat ist die Identit�at und hat deswegen die Eigenwerte �1. Sei�n+1 = �(+)n � �(�)ndie Zerlegung in die Eigenr�aume. Diese �(�)n sind die beiden irreduziblen Darstellun-gen von C l(n). Die Cli�ord-Multiplikation 
(E0) antikommutiert mit �n und liefertdeswegen einen Isomorphismus von �(+)n na
h �(�)n . Dieser Isomorphismus �andertdas Vorzei
hen von 
(Ei) f�ur i > 0 da 
(E0)
(Ei) = �
(Ei)
(E0).Die zugeh�origen Spinor-B�undel nennen wir nun �(�)N . Lemma 7.2.3 ist nun g�ultigmit Qk;t : L2�(�(+)N � �(�)N)
 L�k�! Vk;t:Mit denselben Argumenten wie im gerade-dimensionalen Fall k�onnen wir zeigen, da�im Fall k 6= 0 die Eigenwerte von fD`jVk;t gegen�1 konvergieren und die entspre
hen-den Abs
h�atzungen erf�ullen. Und f�ur k = 0 konvergieren sie gegen die Eigenwertevon Dth, die mit den Eigenwerten des Dira
-Operators auf �(+)N � �(�)N �uber-einstimmen. Die Zahl � ist genau dann Eigenwert des Dira
-Operators auf �(+)N ,wenn �� ein Eigenwert des Dira
-Operators auf �(�)N ist. Dies vervollst�andigt denBeweis von Satz 7.2.1. 2



124 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undel7.3 Kollaps bei ni
ht-projizierbarer Spin-Struk-turIm Falle einer ni
ht-projizierbaren Spin-Struktur bekommen wir ein �ahnli
hes Resul-tat mit einer st�arkeren Eins
hr�ankung an �. Die Variable k aus dem Beweis nimmtaber keine ganz-zahligen Werte an, sondernk 2 Z+ 12 :Es werden deswegen alle Eigenwerte divergieren.Aus der Tatsa
he, da� ~' : PSpin(M) ! PSO(M) eine ni
ht-projizierbare Spin-Struktur auf M ist, k�onnen wir weder s
hlie�en, da� N spin ist, no
h da� N ni
htspin ist. Tats�a
hli
h ist in diesem Fall N genau dann spin, wenn M ! N eineWurzel im Sinne von S1-B�undeln hat. Denn ist N spin, dann existiert auf M eineprojizierbare Spin-Struktur ~'2. Die Di�erenz von ~' und ~'2 ist ein Homomorphismus�1(M)! Z2, der die Voraussetzungen von Proposition 2.6.2 erf�ullt. Haben wir um-gekehrt einen Homomorphismus �1(M)! Z2 wie in Proposition 2.6.2, dann k�onnenwir ~' damit twisten und erhalten eine projizierbare Spin-Struktur aufM und somiteine Spin-Struktur auf N .Beispiel 1. Das B�undel N�S1 ! N mit N spin besitzt eine Wurzel, deswegen hatN � S1 mindestens eine projizierbare und eine ni
ht-projizierbare Spin-Struktur.Beispiel 2. Das B�undel M2k = �2knH3 ! T2 besitzt ebenfalls eine Wurzel, derTotalraum M2k hat 4 projizierbare und 4 ni
ht-projizierbare Spin-Strukturen.Beispiel 3. Betra
hten wir die Hopf-Faserung hq : S2q+1 ! C Pq . Die Spin-Strukturauf S2q+1 ist eindeutig | das B�undel hat keine Wurzel. Diese Spin-Struktur ist somitgenau dann projizierbar, wenn CPq spin ist, also wenn q ungerade ist.Bevor wir einen Satz �uber das Spektrum bei Kollaps aufstellen, wollen wir einenverwandten Satz formulieren, der eine Abs
h�atzung des kleinsten Eigenwerts vonD2 f�ur ein festes S1-B�undel mit kurzer Faser ergibt. Die Cli�ord-Norm k�kC l einer2-Form � auf M de�nieren wir als die Operator-Norm von 
(�) 2 End(��M).SATZ 7.3.1. Sei (M; ~g) eine Riemanns
he Mannigfaltigkeit, auf der S1 frei undisometris
h operiert. Die Spin-Struktur auf M sei ni
ht projizierbar. Der QuotientN := M=S1 trage die Metrik g, f�ur die M ! N eine Riemanns
he Submersionist. Sei E ! N ein komplexes Geradenb�undel �uber N , und sei rE ein metris
herZusammenhang auf E. Au�erdem sei kgrad `k1 < 1=2.Dann erf�ullen alle Eigenwerte (�i)i2Z des getwisteten Dira
-Operators fD auf �M 




7.3. Kollaps bei ni
ht-projizierbarer Spin-Struktur 125��tE !M die Abs
h�atzungj�ij � q1� 2 kgrad `k12k`k1 � k` d!kC l4 :Bemerkung. Dieser Satz liefert nur eine Abs
h�atzung, falls kgrad `k1 < 1=2. Beikleinem k` d!k1 ist dies �aquivalent dazu, da� die Eigenwerte von Hol�M | das istder Paralleltransport von �M l�angs der Fasern | die Form exp i�j mit (�=2)� " <j�jj � � mit einem kleinen " haben. Im Gegensatz dazu liefert Satz 6.1.4 eineAbs
h�atzung des kleinsten Eigenwerts von r�r, wenn 0 < min j�jj � �; dies w�urdeeiner Voraussetzung kgrad `k1 < 1 entspre
hen. Ist also z. B. die Skalarkr�ummungbes
hr�ankt und sind die Fasern kurz, dann gibt uns Satz 6.1.4 zusammen mit derWeitzenb�o
k-Formel (Proposition 2.1.1) eine bessere Abs
h�atzung mit s
hw�a
herenVoraussetzungen.SATZ 7.3.2. Sei (Mt; ~gt) eine Familie von S1-B�undeln �uber (N; g), die die Voraus-setzungen des vorangehenden Satzes f�ur ein festes g erf�ullen. Au�erdem gelte no
hk`t � d!tk1 ! 0 und k`tk1 ! 0 f�ur t!1� := lim supt!1 kgrad `tk1 < 1=2 (7.3.1)Dann divergieren alle Eigenwerte des getwisteten Dira
-Operators fDt auf �Mt 
��tE !Mt. Wir k�onnen seine Eigenwerte (�j;k(t))j2N;k2Z+(1=2) sogar so numerieren,da� gilt:(a) F�ur alle " > 0 gibt es ein t0 2 R, so da� f�ur alle t � t0 und j 2 N ; k 2 Z+(1=2)gilt k`tk21 �j;k(t)2 � jkj (jkj � �) � ":(b) Falls Mt und !t unabh�angig von t sind, dann gilt au�erdem f�ur alle j 2 N; k 2Z+ (1=2) lim supt!1 ��minp2N `t(p)�2 �j;k(t)2� � jkj (jkj+ �):Diese S
hranke na
h oben ist aber ni
ht glei
hm�a�ig in j und k.Beweis der beiden S�atze. Dieser Beweis ist eine Variation des Beweises vonSatz 7.2.1. Wir wollen uns auf den Fall bes
hr�anken, da� n = dimN gerade ist undE trivial ist. Die anderen F�alle gehen analog.Wie im projizierbaren Fall kann das SO(n + 1)-Hauptfaserb�undel PSO(M) zu ei-nem SO(n)-Hauptfaserb�undel PSO(n)(M) einges
hr�ankt werden. Weiterhin ist P :=~'�1(PSO(n)(M)) ein Spin(n)-Hauptfaserb�undel �uber M .



126 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undelDie Operation von S1 �= (R=2�Z) liftet ni
ht auf P , daf�ur aber operiert die zwei-fa
he �Uberlagerung von S1, also S1 �= (R=4�Z), auf P . Wir de�nieren SpinC (n)als Spin(n) �Z2 S1 wobei �1 2 Z2 das Paar (�A; 
) mit (A;�
) identi�ziert. DieLie-Gruppe SpinC (n) operiert nat�urli
h auf �n. Die Operationen von Spin(n) undS1 auf P induzieren eine freie Re
htsoperation von SpinC (n) auf P , und deswegenk�onnen wir P als SpinC (n)-Hauptfaserb�undel �uber N betra
hten. Nun bilden wirdas B�undel P �SpinC(n) �n.Wenn N spin ist, ist dieses B�undel gerade �N 
 L 12 . Wenn aber N ni
ht spin ist,existiert weder �N no
h L 12 . Damit dieser Beweis denno
h formal analog zu Beweisvon Satz 7.2.1 bleibt, s
hreiben wir formal�N 
 Lk+ 12 := P �SpinC(n) �n 
 Lk:Wiederum zerf�allt L2(�M) = Mk2Z+ 12 Vkin Eigenr�aume Vk von LK zu den Eigenwerten ik.Nun f�uhren wir eine ZerlegungfD = (1=`)Dv +Dh + `Zanalog zum Fall k 6= 0 im Beweis von Satz 7.2.1 dur
h. Hieraus folgt Satz 7.3.1, dadie Operator-Norm von `Z gerade glei
h kd!kC l=4 ist.Um Satz 7.3.2 zu beweisen, de�nieren wir die SpinC -Struktur Pt f�ur jedes Mt wieoben. Um Aussage (a) zu zeigen, kann man v�ollig analog wie in Fall k 6= 0 desBeweises von Satz 7.2.1 vorgehen. F�ur Aussage (b) bea
hte man, da� wir no
hkeine Voraussetzung gema
ht haben, wel
he ni
ht-projizierbare Spin-Struktur Mttragen soll. Deswegen h�angt Pt a priori von t ab. Da aber !t und Mt konstantin t sind, geh�oren alle SpinC -Strukturen Pt zum selben "Geradenb�undel\ L1=2t . DieAnzahl derartiger SpinC -Strukturen ist aber #H1(N;Z2) < 1. Deswegen k�onnenwir o. B. d.A. annehmen, da� die Pt f�ur alle t isomorph sind. Somit sind au
h die�N 
 Lk+ 12t f�ur alle t isomorph. Aus diesem Grund k�onnen wir ebenfalls wie imBeweis von Satz 7.2.1 argumentieren. 27.4 Kollaps bei konstanter Faserl�angeWir betra
hten nun den Spezialfall, da� die Faserl�ange `t eine glatte Funktion in t ist,also au
h unabh�angig vom Basispunkt aus N ist. Au�erdem wollen wir annehmen,



7.4. Kollaps bei konstanter Faserl�ange 127da� Mt =M0 ni
ht von t abh�angt. Aus diesen Voraussetzungen folgt au
h, da� si
hgt glatt in t �andert.In diesem Fall k�onnen wir die Aussagen der S�atze 7.2.1 und 7.3.2 no
h etwasverst�arken. Auf einen Beweis soll hier verzi
htet werden, da die Beweismethodennur geringf�ugig abge�andert werden m�ussen. Einen vollst�andigen Beweis f�ur diesenFall �ndet man in [AmB97℄.SATZ 7.4.1. Sei M0 ! N ein S1-Prinzipalb�undel �uber der ges
hlossenen Riemann-s
hen Mannigfaltigkeit N . Der Totalraum M0 trage eine Familie von Riemanns
henMetriken (~gt)t mit den Eigens
haften(1) (M0; ~gt)! (N; g) ist eine Familie von Riemanns
hen Submersionen,(2) die Operation von S1 ist isometris
h und frei,(3) die L�ange der Fasern 2�`t ist konstant auf N , glatt in t und geht gegen 0 f�urt!1,(4) die zugeh�orige Zusammenhangs-1-Form !t ist unabh�angig von t.Sei E ! N ein komplexes Vektorraumb�undel mit metris
hem Zusammenhang rE.Die Spin-Struktur auf M0 sei projizierbar und N trage die induzierte Spin-Struktur.Wir bezei
hnen die Eigenwerte des getwisteten Dira
-Operators DE auf �N 
E !N mit (�j)j2N.Dann k�onnen wir die Eigenwerte (�j;k(t))j2N;k2Z des getwisteten Dira
-Operators fDtbez�ugli
h ~gt auf �M0
��tE !M0 so numerieren, da� sie stetig von t abh�angen undso da� f�ur t!1:(1) F�ur jedes j 2 N und k 2 Z `t � �j;k(t)! k:Insbesondere, �j;k(t)! �1 wenn k 6= 0.(2) Wenn n = dimN gerade ist, dann�j;0(t)! �j:Andrerseits, wenn n = dimN ungerade ist, dann gilt�2j�1;0(t)! �j�2j;0(t)! ��jIn beiden F�allen ist die Konvergenz der Eigenwerte �j;0(t) glei
hm�a�ig in j.



128 Kapitel 7. Kollabierende S1-B�undelSATZ 7.4.2. Sei M0 ! N ein S1-Prinzipalb�undel �uber der ges
hlossenen Riemann-s
hen Mannigfaltigkeit N . Der Totalraum M0 trage eine Familie von Riemanns
henMetriken (~gt)t mit den Eigens
haften(1) (M0; ~gt)! (N; g) ist eine Familie von Riemanns
hen Submersionen,(2) die Operation von S1 ist isometris
h und frei,(3) die L�ange der Fasern 2�`t ist konstant auf N , glatt in t und geht gegen 0 f�urt!1,(4) die zugeh�orige Zusammenhangs-1-Form !t ist unabh�angig von t.Sei E ! N ein komplexes Vektorraumb�undel mit metris
hem Zusammenhang rE.Die Spin-Struktur aufM0 sei ni
ht-projizierbar und die Spin-Strukturen auf (M0; gt)seien �aquivalent im Sinne von De�nition 2.3.1.Dann k�onnen wir die Eigenwerte (�j;k(t))j2N;k2Z+(1=2) des getwisteten Dira
-Opera-tors fDt bez�ugli
h ~gt auf �M0 
 ��tE ! M0 so numerieren, da� sie stetig in t sindund so da� f�ur t!1 gilt`t � �j;k(t)! k 8j = 1; 2; : : : :Insbesondere haben wir �j;k(t)! �1.C. B�ar wendete diesen Satz an, um die Eigenwerte von C Pm mit Multiplizit�aten zubere
hnen. Zuvor waren nur die Eigenwerte ohne die Multiplizit�aten bekannt. Wirbetra
hten hierf�ur den Kollaps der Hopf-Faserung S2m+1 ! C Pm bei konstanter(d. h. von p 2 N unabh�angiger) Faserl�ange. Das Spektrum des Dira
-Operators aufden zugeh�origen ~gt hatte B�ar bereits in [B�a96, Theorem 3.1℄ bere
hnet. Wir erhaltenTHEOREM 7.4.3 (B�ar [AmB97, Theorem 4.6℄). Der klassis
he Dira
-Opera-tor auf C Pm , m ungerade, hat die Eigenwerte�2s�a1 + m+ 12 ��a2 + m+ 12 �wobei a1; a2 2 N0 ; ja1 � a2j � m�12 mit Multiplizit�at(a1 +m)! (a2 +m)! (a1 + a2 +m+ 1)a1! a2! �a1 + m+12 � �a2 + m+12 �m! �a1 � a2 + m�12 �! �a2 � a1 + m�12 �! :



Kapitel 8Isospektrale Deformationen
In diesem Kapitel wollen wir studieren, wie stark man eine Riemanns
he Mannig-faltigkeit ver�andern kann, ohne da� si
h das Spektrum des Dira
-Operators �andert.Einige Gr�o�en der Riemanns
hen Geometrie k�onnen aus dem Spektrum herausgele-sen werden, z. B. die Dimension der Mannigfaltigkeit und ihr Volumen. �Andern wiralso die Dimension oder das Volumen, dann ist klar, da� si
h au
h das Spektrum�andern wird.�Ahnli
he Betra
htungen wurden bereits intensiv f�ur andere Spektren angestellt:das Spektrum des Lapla
e-Operators auf Funktionen, das Spektrum des Lapla
e-Operators auf Formen, das L�angenspektrum und das markierte L�angenspektrum.F�ur uns ist das L�angenspektrum einfa
h die Menge aller L�angen von ges
hlossenenGeod�aten. Dasmarkierte L�angenspektrum ist f�ur uns eine Abbildung, die jeder freienHomotopieklasse [
℄frei die MengenL�ange(
0) ��� 
0 ges
hlossene Geod�ate, 
0 2 [
℄freio � Rzuordnet. Der Leser bea
hte aber, da� in der Literatur teilweise au
h andere De�-nitionen �ubli
h sind.Um die Fragestellung anzugehen, wollen wir einige allgemeine darstellungstheoreti-s
he Methoden auf den Dira
-Operator �ubertragen, mit Hilfe derer wir Isospektra-lit�at na
hweisen oder widerlegen k�onnen, und hiermit einige Beispiele diskutieren.Die Beispiele, die wir betra
hten, sind Riemanns
he Nilmannigfaltigkeiten, das sindkompakte Quotienten �nG einer einfa
h zusammenh�angenden nilpotenten Lie-Grup-pe G zusammen mit einer Metrik, deren Lift auf G linksinvariant ist. Beispiele sindTori oder die Heisenberg-Mannigfaltigkeiten (Beispiel 2 aus Abs
hnitt 2.6).Viele in der Literatur vorgestellte Beispiele Lapla
e- und L�angen-isospektraler Man-nigfaltigkeiten sind Nilmannigfaltigkeiten. Milnor gab in [Mi64℄ das erste Beispiel129



130 Kapitel 8. Isospektrale Deformationeneines Paares von Riemanns
hen Mannigfaltigkeiten an, die ni
ht isometris
h sind,aber denno
h dasselbe Spektrum des Lapla
e-Operators auf Funktionen haben. Dieswaren 16-dimensionale Tori.Gordon und Wilson [GoW84℄ konstruierten eine stetige Familie von ni
ht-isometri-s
hen Riemanns
hen 2-stu�gen Nilmannigfaltigkeiten, die konstantes Lapla
e-Spek-trum f�ur Funktionen und Formen haben. Es waren die ersten Beispiele einer ni
ht-trivialen Lapla
e-isospektralen Deformation. Diese Familie und andere Deformatio-nen vom Gordon-Wilson-Typ, d. h. Deformationen mittels fast innerer Automor-phismen, haben au
h konstantes markiertes L�angenspektrum.F�ur 2-stu�ge Riemanns
he Nilmannigfaltigkeiten konnte andererseits Patri
k Eber-lein [Eb94, Theorem 5.20℄ zeigen, da� zwei Mannigfaltigkeiten mit demselben mar-kierten L�angenspektrum dur
h fast innere Automorphismen auseinander hervorge-hen; sie haben somit au
h das glei
he Lapla
e-Spektrum.Es stellte si
h deswegen die Frage, ob die Isospektralit�at des markierten L�angen-spektrums immer au
h Isospektralit�at des Lapla
e-Operators auf Funktionen undFormen impliziert.Da� diese Vermutung fals
h ist, zeigte Gornet, indem sie die darstellungstheoreti-s
hen Methoden von Gordon und Wilson weiter ausbaute und auf die kompliziertereKlasse der 3-stu�gen Nilmannigfaltigkeiten anwendete. Gornet [Go97℄ konstruiertezwei Familien von Deformationen von 3-stu�gen Riemanns
hen Nilmannigfaltigkei-ten, die isospektral f�ur den Lapla
e-Operator auf Funktionen und f�ur das markierteL�angenspektrum sind, die aber ni
ht isospektral f�ur den Lapla
e-Operator auf 1-Formen sind.Wir werden jetzt viele der angespro
henen Beispiele auf Dira
-Isospektralit�at hinuntersu
hen. Das Spektrum des Dira
-Operators wird si
h teilweise wie die obigenSpektren verhalten, besitzt aber einige neue Ph�anomene. Unter anderem h�angt dasSpektrum von dem Spin-Homomorphismus � : �! f�1; 1g ab. Als Beispiel hierf�urbetra
hten wir einen 2-Torus. Dessen Dira
-Spektrum enth�alt genau dann die Null,wenn die Spin-Struktur trivial ist. Ein weiteres Beispiel sind die oben angespro
he-nen Gornets
hen Deformationen. Diese Familien sind einerseits Dira
-isospektral f�ur"ni
ht-projizierbare\ Spin-Strukturen, aber andererseits ni
ht Dira
-isospektral f�ur"projizierbare\ Spin-Strukturen.Wir werden in diesem Kapitel einige Resultate aus der Kirillov-Theorie ben�oti-gen, das ist die Theorie unit�arer Darstellungen von nilpotenten Lie-Gruppen. Einegut ausgearbeitete und ausf�uhrli
he Darstellung der Kirillov-Theorie �ndet man in[CoG90℄, eine kompaktere in [Ki62℄.Sei L2�(�nG) der Raum aller komplex-wertigen quadrat-integrierbaren Funktionen



131auf G, die die �-�Aquivarianzbedingungf(g0g) = �(g0)f(g) f�ur alle g0 2 � und g 2 Gerf�ullen. Die nilpotente Lie-Gruppe G operiert hierauf verm�oge der re
htsregul�arenDarstellung R : G! End(L2�(�nG))g0 7! �R(g0) : f 7! f( � g0)�:Sei nun �0 eine weitere kokompakte diskrete Untergruppe von G und �0 : �0 !f�1; 1g ein Homomorphismus. Wir nennen (�; �) und (�0; �0) darstellungs�aquivalent,wenn die re
htsregul�aren Darstellungen auf L2�(�nG) und auf L2�0(�0nG) isomorphim Sinne von G-Darstellungen sind.S
hnitte des Spinorb�undels ��(�nG) k�onnen mit �-�aquivarianten Abbildungen G!�n identi�ziert werden. Wir werden Elemente von �n au
h mit konstanten Abbil-dungen G! �n identi�zieren und dadur
h au
h mit S
hnitten von �G.Deswegen de�niert f
s 7! f �s einen Isomorphismus von Hilbertr�aumen L2�(�nG)
C�n ! L2(��(�nG)). Wir wollen in diesem Kapitel mittels dieses Isomorphismusidenti�zieren. Die Cli�ord-Multiplikation wirkt auf den zweiten Faktor:
(X)(f 
 s) = f 
 (
(X)s)f�ur alle X 2 g; f 2 L2�(�nG); s 2 �n.SATZ 8.1. Wenn (�; �) und (�0; �0) darstellungs�aquivalent sind, dann haben die zu-geh�origen Dira
-Operatoren dasselbe Spektrum f�ur jede linksinvariante Riemanns
heMetrik auf G.Beispiele.(1) Milnors 16-dimensionale Tori [Mi64℄ sind f�ur � � �0 � 1 darstellungs�aquivalent.(2) Die Gordon-Wilson-Deformationen [GoW84℄ erhalten das Spektrum des Dira
-Operators. Wenn n�amli
h 	t eine Familie von fast-inneren Automorphismenvon G ist, � eine kokompakte diskrete Untergruppe ist und � : �! f�1; 1g einHomomorphismus ist, dann sind �	t(�); � Æ	t�1� paarweise darstellungs�aqui-valent. Diese Deformation erh�alt alle oben genannten Spektralinvarianten ein-s
hlie�li
h des Dira
-Spektrums f�ur jede Spin-Struktur.Da das Spektrum des Dira
-Operators das Volumen bestimmt, bekommen wir dasKOROLLAR 8.2. Wenn (�; �) und (�0; �0) darstellungs�aquivalent sind, dann haben�nG und �0nG dasselbe Volumen f�ur jede linksinvariante Volumenform auf G.



132 Kapitel 8. Isospektrale DeformationenBeweis von Satz 8.1. Weil L2�(�nG) und L2�0(�0nG) isomorph als Darstellungender Lie-Gruppe G sind, sind sie au
h isomorph als Darstellungen der Lie-Algebra g.Sei # : L2�(�nG)! L2�0(�0nG)sol
h ein Isomorphismus, also # ÆR(g) = R0(g) Æ # und # Æ R�(X) = R0�(X) Æ # f�uralle g 2 G und X 2 g. Um den Satz zu beweisen, zeigen wir da� # 
 id Eigenspi-noren des Dira
-Operators in L2(��(�nG)) auf Eigenspinoren des Dira
-Operatorsin L2(��0(�0nG)) abbildet. Man bea
hte, da� diese beiden Dira
-Operatoren einfa
hder Dira
-Operator auf �G einges
hr�ankt auf �- (bzw. �0-)�aquivariante Spinorensind.Sei also s = Pi fisi ein beliebiger Eigenspinor in L2(��(�nG)) zum Eigenwert � mitfi 2 L2�(�nG) und si 2 �n. Sei E1; : : : ; En ein Orthonormalbasis von g. Mit Hilfeder Leibniz-RegelrEj(fisi) = �Ej (fi) si + firEjsi = (R�(Ej)fi) si + firEjsi (8.0.1)erhalten wir�(#
 id)(s) = (#
 id)(Ds)=Xij (#
 id) �(id

(Ej))rEj(fisi)�=Xij �#(R�(Ej)fi)
(Ej)si + #(fi)
(Ej)rEjsi�=Xij �R0�(Ej)(#(fi))
(Ej)si + #(fi)
(Ej)rEjsi�=Xij (id

(Ej))rEj(#(fi)si)= D �(#
 id)(s)�:Somit ist # 
 id ein Isomorphismus von Hilbert-R�aumen, der Eigenr�aume und Ei-genwerte erh�alt, d. h. die Dira
-Spektren stimmen �uberein. 2Um weitere Anwendungen von Satz 8.1 zu erhalten, ben�otigen wir ein Kriterium,das uns sagt, wann (�; �) und (�0; �0) darstellungs�aquivalent sind. In den Beispielenzu Satz 8.1 haben wir bereits erw�ahnt, da� fast-innere Automorphismen darstel-lungs�aquivalente Familien liefern. Dieses Kriterium ist hinrei
hend, aber ni
ht not-wendig. Wissen wir jedo
h, da� G strikt ni
ht-singul�ar ist, so erhalten wir ein not-wendiges und hinrei
hendes Kriterium. Eine nilpotente Lie-Gruppe G mit ZentrumZ(G) nennen wir strikt ni
ht-singul�ar, wenn es f�ur jedes z 2 Z(G) und x 2 G�Z(G)ein a 2 G gibt, so da� xax�1a�1 = z:



133Die Heisenberg-Gruppen sind die einfa
hsten Beispiele strikt ni
ht-singul�arer nil-potenter Lie-Gruppen. Sei � eine kokompakte diskrete Untergruppe von G. DenQuotienten G=Z(G) werden wir mit G bezei
hnen und das Bild von � unter derkanonis
hen Projektion � : G ! G mit �. Gem�a� [Ra72, Proposition 2.17℄ und[CoG90, Lemma 5.1.4℄ ist � eine kokompakte diskrete Untergruppe von G. Wenn�j�\Z(G) � 1 gilt, dann gibt es ein �, so da�� f�1; 1g
�

�
�

kommutiert. Sol
he � werden projizierbar genannt. Im Fall dimZ(G) = 1 stimmtdiese De�nition mit der De�nition von projizierbaren Spin-Strukturen in Kapitel 7�uberein.SATZ 8.3. Sei G eine einfa
h zusammenh�angende, strikt ni
ht-singul�are nilpotenteLie-Gruppe mit links-invarianter Metrik. Seien �1, �2 kokompakte, diskrete Unter-gruppen von G, so da� �1 \ Z(G) = �2 \ Z(G) (=: �Z)und seien �i : �i ! f�1; 1g Homomorphismen. Wir de�nieren den Volumenquoti-enten als v := vol(�1nG)vol(�2nG) = vol(�1nG)vol(�2nG) 2 Q+ :Dann sind (�1; �1) und (�2; �2) genau dann darstellungs�aquivalent, wenn eine derfolgenden Bedingungen erf�ullt ist:(1) �1j�Z � �2j�Z � 1 und (�1; �1) und (�2; �2) sind darstellungs�aquivalent f�ur G.(2) �1j�Z � �2j�Z 6� 1 und v = 1.ZUSATZ 8.4. Wenn unter den Voraussetzungen des obigen Satzes �1j�Z � �2j�Z 6�1 aber v 6= 1, dann sind (�1; �1) und (�2; �2) "darstellungs�aquivalent bis auf Mul-tiplizit�at v\, d. h. L2�1(�1nG) und L2�2(�2nG) haben dieselben irreduziblen Kompo-nenten und f�ur jede irreduzible KomponenteH ist das Verh�altnis der Multiplizit�atenm1; m2 gerade v = m1=m2.



134 Kapitel 8. Isospektrale DeformationenBeweis von Satz 8.3 und Zusatz 8.4. Wenn (�1nG; �1) und (�2nG; �2) dar-stellungs�aquivalent sind, dann sind L2�1(�1nG) und L2�2(�2nG) au
h �aquivalent als�Z-Moduln. Da die Operation von g0 2 �Z auf L2�i(�inG) einfa
h Multiplikation mit�i(g0) ist, erhalten wir �1j�Z � �2j�Z:Sei T die Menge der koadjungierten Orbiten von g�. Gem�a� der Kirillov-Theorieparametrisiert T die Menge der irreduziblen unit�aren Darstellungen von G. Wirs
hreiben die Elemente von T in der Form [� ℄ mit � 2 g�. Den irreduziblen G-Modul,der [� ℄ 2 T entspri
ht, wollen wir mit H[� ℄ bezei
hnen. Wir zerlegen L2�i(�inG) inseine irreduziblen DarstellungenL2�i(�inG) = M[� ℄2T mi([� ℄)H[� ℄;wobei mi([� ℄) 2 N0 die Multiplizit�at von H[� ℄ bezei
hnet. Sei z die Lie-Algebra desZentrums Z(G). Die Operation von Z(G) auf H[� ℄ ist genau dann trivial, wenn� jz � 0. Deshalb ist Hproji := M[� ℄2T�jz�0 mi([� ℄)H[� ℄ i = 1; 2der Raum der L2-Funktionen, auf denen Z(G) trivial operiert. Das orthogonaleKomplement ist H?i := M[� ℄2T�jz 6�0 mi([� ℄)H[� ℄ i = 1; 2 :Die G-Moduln L2�i(�inG) f�ur i = 1; 2 sind genau dann isomorph, wenn Hproj1 iso-morph zu Hproj2 und H?1 isomorph zu H?2 ist. Zun�a
hst wollen wir untersu
hen, unterwel
hen Bedingungen Hproj1 und Hproj2 isomorph sind, und dann betra
hten wir H?1und H?2 .Im Fall �ij�Z 6� 1 haben wir Hproji = f0g. Deswegen sind Hproj1 und Hproj2 trivialer-weise isomorphe G-Moduln.Im Fall �ij�Z � 1 sind die Elemente von Hproji genau die Funktionen in L2(�inG),die Pullba
ks von Funktionen in L2�i(�inG) sind. Wir erhalten also einen Moduliso-morphismus (sowohl f�ur die Gruppenwirkung G als au
h f�ur die von G)Hproji ��! L2�i(�inG):Deswegen sind in diesem Fall Hproj1 und Hproj2 genau dann isomorphe G-Moduln,wenn (�1; �1) und (�2; �2) darstellungs�aquivalent f�ur G sind.



135Nun wollen wir die H?i untersu
hen. Im na
hfolgenden Lemma 8.5 werden wir zei-gen, da� mi([� ℄) = 
G;� � vol(�inG) f�ur alle [� ℄ 2 T mit � jz 6� 0, wobei 
G;� nur vonG, von � , und von der Volumenform auf G abh�angt, aber unabh�angig vom Gitter�i ist. Hiermit k�onnen wir dann den Beweis f�uhren: Angenommen, Bedingung (1)oder (2) im Satz sei erf�ullt. Dann wissen wir aufgrund von Korollar 8.2, da� der Vo-lumenquotient v glei
h 1 ist, und deswegen sind H?1 und H?2 isomorphe G-Moduln.Und wenn wir das Lemma f�ur v 6= 1 anwenden, erhalten wir Zusatz 8.4. 2Nun wenden wir uns Lemma 8.5 zu. Das Lemma ist eine Folgerung aus [MoW73℄.Um die Notation zu vereinfa
hen, lassen wir im folgenden den Index i weg.F�ur ein � 2 z� de�nieren wir eine Bilinearform auf g dur
hb�(X; Y ) := �([X; Y ℄);wobei X und Y Vektoren in g sind und deren Bilder in g mit X und Y bezei
hnetwerden.Da g strikt ni
ht-singul�ar ist, wissen wir, da� b� f�ur alle � 6= 0 ni
ht ausgeartet ist[MoW73, Go96℄. Deswegen hat g gerade Dimension, etwa dim g = 2d. Wir de�nierennun das aÆne Gitter L�;� dur
hL�;� := n� 2 z� j e2�i�(z) = �(z) 8z 2 log(�Z)o :LEMMA 8.5. Wenn � := � jz 2 L�;� � f0g gilt, dann istm([� ℄) = ��� Z�nG b� ^ : : : ^ b�| {z }d-mal ��� = vol(�nG) � 
G;�wobei 
G;� nur von G, von � und von der Volumenform auf G abh�angt.Im Fall � := � jz 2 z� � (L�;� [ f0g) gilt m([� ℄) = 0.Das Lemma sagt ni
hts aus �uber den Fall � = 0. der Leser bea
hte, da� in jederstrikt ni
ht-singul�aren Lie-Gruppe die Bahn von � jz 6= 0 gerade die Menge aller� 0 2 g� mit � jz � � 0jz ist.Beweis von Lemma 8.5. Im Fall � � 1 ist das Lemma eine direkte Folgerungaus [MoW73, Theorem 7℄. Im Fall � 6� 1 setzen wir �0 := ker(�) und zerlegenL21(�0nG) = L21(�nG)� L2�(�nG)als orthogonale Summe von G-Moduln. F�ur (�; 1) und (�0; 1) wissen wir bereits, da�das Lemma g�ultig ist. Da jede irreduzible Darstellung nur endli
h oft vorkommt,
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hnet si
h die Multiplizit�at einer irreduziblen Darstellung in L2�(�nG) geradeals Di�erenz der Multiplizit�aten dieser Darstellung in L21(�0nG) und in L21(�nG).Wenn � projizierbar ist, dann gilt L�;� = L�;1 = L�0;1, aber vol(�0nG) = 2vol(�nG);wenn jedo
h � ni
ht-projizierbar ist, dann gilt L�0;1 = L�;1 _[L�;� und vol(�nG) =vol(�0nG). Somit folgt das Lemma f�ur beliebiges �. 2SATZ 8.6. Es gibt eine Familie von Nilmannigfaltigkeiten, so da�(1) der Lapla
e-Operator auf Funktionen konstantes Spektrum hat,(2) der Lapla
e-Operator auf 1-Formen ni
ht-konstantes Spektrum hat,(3) das markierte L�angenspektrum konstant ist,(4) der Dira
-Operator f�ur projizierbare Spin-Strukturen ni
ht-konstantes Spektrumhat und(5) der Dira
-Operator f�ur ni
ht-projizierbare Spin-Strukturen konstantes Spektrumhat.Beweis. Die Beispiele I und II aus [Go97℄ werden die gew�uns
hten Eigens
haftenhaben. Die Eigens
haften (1){(3) wurden bereits in [Go97℄ gezeigt. Wir werden nun(4) und (5) f�ur Beispiel I na
hweisen. Die Argumente f�ur Beispiel II sind analog.Wir wollen zun�a
hst die De�nition von Beispiel I aus [Go97℄ wiederholen. Sei g eine7-dimensionale Lie-Algebra mit Orthonormalbasis fX1; X2; X3; X4; Z1; Z2;Zg, unddie Lie-Klammer sei de�niert dur
h[X1; X2℄ = [X3; X4℄ = Z1 + Z[X1; X3℄ = [X4; X2℄ = Z2[X2; X3℄ = [X1; Z1℄ = [Z2; X4℄ = Z:Alle anderen Lie-Klammern von Basisvektoren seien Null. Diese Lie-Algebra iststreng ni
ht-singul�ar und und Z erzeugt das Zentrum von g. Die Matrix0BBBBBBBBBB�

os s 0 0 sin s 0 0 00 
os 2s � sin 2s 0 0 0 00 sin 2s 
os 2s 0 0 0 0� sin s 0 0 
os s 0 0 00 0 0 0 
os s � sin s 00 0 0 0 sin s 
os s 00 0 0 0 �1 + 
os s � sin s 1

1CCCCCCCCCCA



137de�niert eine Familie von Lie-Algebra-Automorphismen 's von g und induziert eineFamilie von Lie-Gruppen-Automorphismen �s von G, d. h. �s� = 's.Das Zentrum Z(G) ist punktweise fest unter den Automorphismen �s. Deswegeninduziert �s einen Automorphismus �s von G = G=Z(G), so da� das folgendeDiagramm kommutiert G G
G G:

�s� ��sDiese �s operieren au
h isometris
h, wohingegen die �s ni
ht isometris
h operieren.Sei � eine beliebige diskrete, kokompakte Untergruppe von G. Wir s
hreiben �s :=�s(�), � = �(�) und �s := �s(�).Wir zeigen nun, da� die Familie Ms := �snG, s 2 R den Bedingungen des Satzesgen�ugt. Wie bereits erw�ahnt, hat Ruth Gornet in [Go97℄ gezeigt, da� diese Familieisospektral f�ur den Lapla
e-Operator auf Funktionen, aber ni
ht-isospektral f�ur denLapla
e-Operator auf 1-Formen ist. Sie zeigte au
h, da� �s das markierte L�angen-spektrum erh�alt.Zu zeigen bleiben (4) und (5), beginnen wir mit (5). Die ni
ht-projizierbare Spin-Struktur auf M0 werde dur
h � : � ! f�1; 1g bes
hrieben. Da die Spin-Strukturstetig von s abh�angen soll, ist die Spin-Struktur auf Ms gegeben dur
h � Æ �s�1und deswegen ebenfalls ni
ht-projizierbar. Da �s eine Familie von isometris
henAutomorphismen ist, h�angt das Volumen �snG ni
ht von s ab. Deswegen ist Bedin-gung (2) in Satz 8.3 erf�ullt, und somit ist ��s Æ �; � Æ �s�1� eine Familie paarweisedarstellungs�aquivalenter Spin-Nilmannigfaltigkeiten. Aus Satz 8.1 folgt, da� dannau
h das Spektrum des Dira
-Operators unabh�angig von s ist.Um (5) zu zeigen, nehmen wir nun an, da�M0 eine projizierbare Spin-Struktur tr�agt,die dur
h � : �! f�1; 1g bes
hrieben wird. Weiterhin bes
hreibe � : �! f�1; 1gdie induzierte Spin-Struktur auf �nG. Aus Stetigkeitsgr�unden folgt wiederum wieoben, da� �s := � Æ �s�1 und �s := � Æ �s�1 die Spin-Strukturen auf Ms undM s := �snG bes
hreiben.Genauso wie im Beweis von Satz 8.1 s
hreiben wir den Raum der L2-Spinoren aufMs als L2���s(�snG)� = L2�s (�snG)
C �7:
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hnungen k�onnen wir annehmen, da�! := 
(E1) � 
(E2) � : : : � 
(E7)wie � Id auf �7 operiert. Wie im Beweis von Satz 8.3 s
hreiben wirL2�s (�snG) = M[� ℄2T ms([� ℄)H[� ℄:Die Leibniz-Regel (8.0.1) besagt, da� H[� ℄ 
 �7 ein Unterraum ist, der unter rEj :L2 (��s(�snG)) ! L2 (��s(�snG)) und somit au
h unter dem Dira
-Operator D =P7j=1(id

(Ej)) � rEj invariant ist.Somit gilt spe
DMs = [[� ℄2T spe
DjH[� ℄
�7;und die Multiplizit�at eines jeden Eigenwerts � von DMs ist die Summe von ms([� ℄)mal der Multiplizit�at des Eigenwerts � in DjH[� ℄
�7.Um zu beweisen, da� spe
DMs ni
ht-konstant in s ist, rei
ht es zu zeigen, da� eseinen Eigenwert �s in spe
DMs gibt, der stetig von s abh�angt, aber ni
ht-konstantin s ist.Wir zeigen deswegen die Existenz eines � 2 g� mit den Eigens
haften, da� �s :=� Æ�s�1 positive Multiplizit�at ms([�s℄) > 0 hat und da� DjH[�s℄
�7 mindestens einenEigenwert hat, der stetig von s abh�angt. Wir werden sogar ein � �nden, das auf[g; g℄ vers
hwindet, d. h. H[�s℄ ist 1-dimensional und es rei
ht zu zeigen, da� dieDeterminante von DjH[�s℄
�7 ni
ht-konstant in s ist.Betra
hten wir zun�a
hst ein beliebiges � 2 g, das auf [g; g℄ vers
hwindet. Dannoperiert expX 2 G auf H[�s℄ dur
h Multiplikation mit e2�i�s(X). Elemente f vonH[�s℄ erf�ullen f(expX) = 
 � e2�i�s(X) f�ur alle X 2 g mit 
 2 C . Die Multiplizit�atvon ms([�s℄) ist 1, falls alle X 2 log �s die Glei
hung e2�i�s(X) = �s(expX) erf�ullen.Andernfalls ist die Multiplizit�at 0. Diese Bedingung ist unabh�angig von s.Nun bere
hnen wir die Determinante von DjH[�s℄
�7. Wir s
hreiben E1 := X1, . . . ,E4 := X4, E5 := Z1, E6 := Z2 und E7 := Z, benutzen (2.1.1) und bekommen f�urS 2 �7 und f 2 H[�s℄:DMs(fS) =Xi (R�(Ei)f) 
(Ei)S + 14fXi;j;k�kij
(Ei)
(Ej)
(Ek)S= 4Xi=1 2�i�s(Xi)f
(Ei)S + fA(S)



139wobei A := (1=4)Pi;j;k �kij
(Ei)
(Ej)
(Ek) 2 End(�7) konstant in s ist. UnterVerwendung der Koszul-Formel bere
hnen wir A und erhalten in einer geeignetenBasis die Matrix
A = 14

0BBBBBBBBBBBBB�
�2 0 0 1 2 i i �20 0 1 0 �i 0 0 �i0 1 0 0 i 0 0 i1 0 0 2 2 �i �i �22 i �i 2 2 0 0 �1�i 0 0 i 0 0 �1 0�i 0 0 i 0 �1 0 0�2 i �i �2 �1 0 0 �2

1CCCCCCCCCCCCCA :Daraus bekommen wirdetDjH[�s℄
�7 = det �A+ 2�i 4Xi=1 �s(Xi)
(Ei)�undÆ� := dds �����s=0 detDjH[�s℄
�7= � 164�2 (��(X1) �(X2) + �(X3) �(X4))�4096 �4 �(X1)4 + 4096 �4 �(X2)4 + 4096 �4 �(X3)4 + 4096 �4 �(X4)4+ 8192 �4 �(X1)2 �(X2)2 + 8192 �4 �(X1)2 �(X3)2 + 8192 �4 �(X2)2 �(X3)2+ 8192 �4 �(X1)2 �(X4)2 + 8192 �4 �(X2)2 �(X4)2 + 8192 �4 �(X3)2 �(X4)2+ 512 �2 �(X3) �(X1) + 128 �2 �(X4)2 + 512 �2 �(X4) �(X2) + 128 �2 �(X2)2+ 128 �2 �(X1)2 + 128 �2 �(X3)2 + 1�:Die Mengen(�(X1); �(X2); �(X3); �(X4)) j � 2 g�; � j[g;g℄ � 0; m([� ℄) > 0oist ein aÆnes Gitter in R4 (d. h. bis auf Translation eine diskrete kokompakte Un-tergruppe). Aber das einzige Polynom, das auf einem aÆnen Gitter von R4 ver-s
hwindet, ist das Null-Polynom. Deswegen existiert ein � 2 g� mit � j[g;g℄ � 0,m([� ℄) = m([�s℄) > 0 und Æ� 6= 0. 2
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